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Neue Methode zur Integration 
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung 
zwischen irgend einer Anzahl von Veränderlichen. 

(Aus den nachgelassenen Manuskripten von C. ö. J. Jaeohi heraus- 
gegeben von A, Clebsch.) 



Reduktion des allgemeinen ProMems auf eine einfaehere Form."^) 

§ 1. F sei die gesuchte Funktion, q^, q^, . . . , g^^ die 
unabhängigen Veränderlichen und Pi^p^, - - - , Pm ^^® partiellen 
Ableitungen von V nach q^, g,, . . . , q^. Das Integrations- 
problem der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
zwischen irgend einer Anzahl von Veränderlichen besteht dann 
in folgendem: 

Gegeben ist eine Gleichung zwischen den Größen 

^, 9i, Qtj '"^ Qmy i>i) i^a» • • • , Pm- ^^n soll V als 
Funktion von q^, g^, . . . , q^ bestimmen. 

Ich werde annehmen, daß die vorgelegte Gleichung die 
gesuchte Funktion V selbst nicht enthält. So oft nämlich das 
Gegenteil der Fall ist, läßt sich das Problem auf ein anderes 
zurückführen, wo die Zahl der unabhängigen Veränderlichen 
um eine Einheit vermehrt, die unbekannte Funktion aber aus 
der Differentialgleichung verschwunden ist. Man führe in der 
Tat die neue Veränderliche t ein, und es sei W = t F, dann 
wird**) 

ö^ _^_l^y^ _ öF _ 1 bW 



*) Paragraphenüberscbriften sind in dem Manuskript außer 
bei §§ 66, 67 nicht zu finden. Im Interesse des Lesers hielt ich 
ihre Hinzufügung für erforderlich, um den Überblick über die 
etwas lange Abhandlung zu erleichtern. Clebsch. 

**) Zur Bezeichnung partieller Differentiale werde ich das be- 
sondere Zeichen ö, zur Bezeichnung totaler das Zeichen d an- 
wenden. Das ist festzuhalten. 



4 C. G. J. Jacobi. 

Setzt man diese Werte in die vorgelegte Gleichung zwischen 
V und den Größen q^ - - - •, qmj Pi^ - - * j Pm ®^°? ^^ entsteht 
eine Gleichung zwischen -den unabhängigen Veränderlichen #, 
Qu "•! Qm ^^^ ^^^ partieüen Ableitungen von W nach jenen 
Veränderlichen, eine Gleichung, die die Funktion W selbst nicht 
enthält. Da wir nun die Anzahl m der unabhängigen Ver- 
änderlichen beliebig angenommen haben, so ist die Annahme 
erlaubt, daß die vorgelegte Differentialgleichung die unbekannte 
Funktion nicht enthält, i) 

Darlegung des Prohlems in der Form, die es im folgenden 
haben soll. 

§ 2. Wenn die unbekannte Funktion in die vorgelegte 
partielle Differentialgleichung nicht eingeht, so läßt sich das 
Problem in vollster Allgemeinheit so aussprechen: 2) 

Vorgelegt ist der Ausdruck 

p^dq^+p^dq^-\ [-Pm^Qm- 

Man soll, wenn eine Gleichung zwischen den Größen 
qij '"j Qm^ P^^ '"^ Pm gegeben ist, m — 1 andere 
Gleichungen zwischen denselben Größen finden der- 
art, daß die aus ihnen als Funktionen von q^J ..., q,^^ 
berechneten Größen ^^, -- . , Pfn den vorgelegten Aus- 
druck Pidqj^-{- ••• + Pm^qm ^^ einem vollständigen 
Differential dV machen. 

Damit der Ausdruck Pidq^-{- -- - +Pm^qm ®^^ vollstän- 

^.«. ,. , . « mim — 1) ^ ,, , . , 

diges Differential sei, muß — -—- Bedmgungsgleichungen 

gentigt werden, die in folgendem Schema enthalten sind: 

l ^Pi \ ^ /^\ . 
\hqjj \hqi) 

In dieser Gleichung darf man den Indizes i und k die Werte 
1, 2, ..., m beilegen oder, um nur voneinander verschiedene 
Gleichungen zu bekommen, dem Index i die Werte 1, 2, ..., 
m — 1 und für die einzelnen Werte von i dem k nur die 
Werte größer als i. 

In den obigen Gleichungen werden die Größen |?^ , . . . , jo^ 
als Funktionen von q^^ , q^ betrachtet. So oft dies ge- 
schieht, will ich die partiellen Ableitungen jener Größen in 
Klammem einschließen, so wie es oben gemacht ist. 



Integration partieller Differentialgleichnngen. 5 

Erste Form der Integrabilitätsbedingungen. 

§ 3. Was ich zuerst vornehmen will, ist eine Umformung 
der Bedingnngsgleichungen. Ich werde nämlich angeben, wie 
sie sich gestalten, wenn man nicht wie vorher p^y . . . , p^ als 
Funktionen von g'^ , • . . , 5^ betrachtet, sondern 

p, als Funktion von p^, p^, ^ -- , Pmj ^iJ • • • » 9mj 
P% * » * 1^3» • • •> i^m> ^1) • • •» ?m> 

Pm ^ » * ?i> •-» ?m» 

Auf diese Annahme werden sich im folgenden alle partiellen 
Differentiationen stützen, wenn nichts anderes ausdrücklich 
festgesetzt wird, oder die Ableitungen eingeklammert auftreten, 
wodurch immer angedeutet ist , daß man p^^ . . . , ^^ sämtlich 
als Funktionen von S'i , . . . , 5^m ansieht. 

Das erste System von Bedingungsgleichungen (es entspricht 
dem Werte t = 1) ist das folgende: 

r6p,\ ^ ihpA nspA _ r6pA /ö^v _ nsp^\ 

UgJ \bgj» \hqj \hqj' '"' UgJ""U^J' 
Es läßt sich auf Grund der obigen Festsetzungen so schreiben : 

^pA^qJ^^pAyqJ'^''/'^^PmUqti ^q, U^J' 

ö^/ö^\ , ö^i/öft;\ . ^Pi ßPm\ . ^Pi ^l^Ps] 

^1 /^\ + ^ /M\ + . . . . M l^Pm] + M = /^\ 

^pA^Qm! ^pAHmf ^Pm\^qm}^qm U^il 

Diese Gleichungen können mit Hilfe der Bedingungsgleichungen 
auf folgende Form gebracht werden: 

^Pil^\i^_P± I ^PA . , M Ä\ ^ M = /^\ 

^fe\-L.^/^\ . . ?^/^\ . M=/^\ 
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Wir wollen die 2-te, S-te^ , m — l'-te Gleiehmig mit 

dp* dp, dp, 

-^-^, -^, •••, ^^^ multipliziert Ton der ersten abziehen, die 

dp, dp, dp^ ^ ^ ^ 

3-te, 4-te, ..., m — 1 -te Gleichnng mit /% -^, - , -^ 

dp/ dp, dp^ 

multipliziert Ton der zweiten, die 4-tej o-te, . . ., {m — l;-te 

Gleichung mit - -, r^- , •- , -— multipliziert von der dritten 

dp5 ^P^ ^Pm 

usw. Ist dies ausgeführt, so erhalten wir ein anderes Gleichnngs- 
System, das mit dem früheren äquivalent ist und so lautet: 



(A) 



r .^^P^ öPi , */». ^Pi , öp. d/>, 
^^P^H^ ^Pz^% ^P,H, 


1 ^Px ^P'. 
^Pm^l,,» 




ög, öp, dg, öp^ liq^ 


dp, dp, _ 
dPmdg« 


dp, 

"dg,' 


„N dp, dp, dp, dp, d/>, dp, 
dp, dg, dp, ög, dp, dg^ 


1 dp, dp, 
dPmdgm 




dp, dj», dp, 
d?, dp« dg. 


dp, dp, _ 
dp« dg« 


dPs 
-dg,' 


^ .^dp, dp^ dp, dp« dp, dp, 

^p, dg, "^dp, dg, "^dp.dg,^ 


, dp, dp« 
dPmdg», 




, 


+ ^ = 


.dp« 



d^w 

Aus diesen Gleichungen sind die eingeklammerten partiellen 
Ableitungen verschwunden. 

§ 4. Das zweite System von Bedingungsgleichungen (es 
entspricht dem Werte i = 2) ist das folgende: 

'dg,/ \^qJ' M \^9,r '"' \hJ UqJ 

Bezeichnet k irgend eine der Zahlen 3, 4, ..., >w, so kann die 
Gleichung (j^ ■) = (■jp^l ^^'^^ so geschrieben werden: 

^Pil^\,^Pil^\, I dp, /dp«\ dp, _ /dp^A 
^pMkl^pMikl ■'^dp«ldgj"^dgfc UqJ 
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Sie geht, wenn man die Gleichung \-J-^] = (t^,) benutzt, 
in die folgende über: ^^^f^^ ^^^^^ 

Wir bezeichnen die den Werten 3, 4, .... m des Index Ä: 
entsprechenden Gleichungen als 1-te, 2-te, ..., [m — 2)-te. 
Alsdann wollen wir die 2-te, 3-te, ..., [m — 2)-te Gleichung 



mit 



öi?, öp, 



öi?3 



- — , - — , - - • , rf^ multipliziert von der ersten abziehen, 
^P, ^P, ^^Pm ^ , ö», hp, hp, 

die 3-te, 4-te, .... im — 2)-te Gleichung mit :f-^, -^^, • • •, ^^^ 

multipliziert von der zweiten usw. Ist dies durchgeftlhrt, so 
erhält man folgendes Gleichungssystem : 



(Bj 



^) ^Pi ^Ps I ^P<i ^Pz 
öi?3 0^3 hp.hq, 



+ 



bp^ 



0^3 



hp^hp^ 



^Pt ^Ps . 

^Ps Ö?5 

^Ps ^P^ 



^M^bp, bp^bp, bp^bp, 

ÖJO3 0^3 bp^bq, hp^bq. 

I ^P% ^Pa ^Pi 

^Qi ^Ps 0^5 



, ^Pi ^Ps 
^Pm^^m 
^Pz ^Pi ._ 
^Pm^Qm' 
bp^bp^ 

^Pm^Qm 
bp^hp^_ 

^Pm^^m' 



• + 



^Ps 






m—2 



^Pi ^Pm , ^ ^Pm i :^(l«ri:m I . 



i [ ^P%^Pn 

Öi?4 Ö?4 ^P5 0^5 



^Pm ^Qm 



öi>3 0^3 

Dieses Gleichungssystem geht aus dem früheren (A) hervor, 
indem man alle Indizes, soweit es die Grenzen gestatten, um 
eine Einheit vermehrt. 



§ 5. In genau derselben Weise wird die allgemeine 
Gleichung bewiesen 



(a) 



^Pi ^Pk _|_ _M_ _^PÄ_ ^ 



^PUi ^Qv 



+ ^Ji - 



^Pk ^Pi 



+ 



^Qk ^Pk^i■^ ^Qk+i 



^Pi ^Pk 

^Pm Hm 
bpj^hpi_^ bpj. 
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in der i jede der Zahlen 1 , 2 , . . . , m — 1 bedeuten kann und 
k für die einzelnen Werte von i jede Zahl größer als i bis zu 

k = m. Diese allgemeine Gleichung umfaßt also — —— 

unter sich verschiedene Gleichungen, die aus ebensoviel Glei- 
chungen 

hergeleitet sind. 

Aus der angegebenen läßt sieh die gewöhnliche Form der 
Integrabilitätsbedingungen ableiten. 

§ 6. Aus den Gleichungen (a) kann man umgekehrt die 
zu Anfang angegebenen Bedingungsgleichungen 

i^V%\ ^ /^\ 

gewinnen, d. h. man kann folgendes Theorem beweisen: 

Theorem I. 
Es werde vorausgesetzt 

i?^ als Funktion von i?„ i?37 • • m Pm, ?i, • • • , ^m> 
JPi * * » i^3» •• •) i^m> ^i» •••) ^m> 

i^m-i » » » i^m? ^47 • •• ) ?m» 

und diese Funktionen seien so beschaffen, daß man 
identisch hat 

'^Vk , ^n ^Pk , ^Pi ^Pk , , ^Pi ^Pk 



(a) 






m 



\ \ ^Pi ^Pk ^Pi ^Pk ^Pi ^Pk ^Pi 

' ^Qk ^Pft+i^^Ä+i ^Pk+±^^k+t ^Pm^^m^ 

wobei i jede der Zahlen 1, 2, . . . , m — 1 und k für 

die einzelnen Werte von i jede der Zahlen i + 1, i+2, 

...,m bezeichnen kann, so daß die Gesamtzahl der 

r,, . , m(m — 1) . ^ ^ . , . w(m — 1) 
Gleichungen — ■—- ■ ist. Dann sind jene — -—^ 
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Gleichungen sowohl notwendige als auch hinreichende 
Bedingungen dafür, daß der Ausdruck 

wenn man i?^ , . .., Pm alle durch q^, ..., 5^^ ausdrückt, 
ein vollständiges Differential wird. 

Zweite Form der IntegrabilitätsbediBgangen. 

§ 7. Daß jene Bedingungen notwendig sind, habe ich 
oben bewiesen; denn ich habe gezeigt, daß sie bestehen, so 
oft der Ausdruck 

Pi ^Qi + JPt ^^4 H f- Pm^^m 

ein vollständiges Differential ist. Ich werde nunmehr beweisen, 
daß dieselben Bedingungen hinreichend sind, oder daß, so 

oft jene — —r • Gleichungen stattfinden, der Ausdruck 

Pi^Qi ~K ••• ~\-Pm^^m ®i^ vollständiges Differential ist. 
Setzt man k = m, so wird die angegebene Gleichung 

(t) Q- l^Pm] . ^Pi l^Pm] , . ^Pi ßPm\ , ^Pi 

^^ Uqil^^Pi^Muir ^^Pm\^qmrHm' 

Wir machen wieder von den Klammern Gebrauch, wenn wir 
Pij • • • 7 Pm ^s Funktionen von q^, . . . , 5'^ allein ansehen. 

Bei 2?^ können wir deshalb -^ schreiben oder l-^)- 

öq. \ öqi I 

Setzt man k = m — 1 , so kommt: 

Q^ ^.Pm-i .^ ^Pi ^Pm-\ I I ^Pi ^Pm^i 

oft ^Pi+i ^QUi '" ^Pm Mm 

, ^Pi ^Pm-, ^Pi 



Hm^i ^Pm ^?i 



m 



dt? 
Addieren wir zu dieser Gleichung die mit v'*~* multiplizierte 

Gleichung (1), so ergibt sich: "-P»» 

, ^Pi 
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Setzt man k = m — 2, so kommt: 

ö?»i-2 ^Pm-i ö?m-i ^Pm ^9'. 



m 



Zn dieser Gleichung addiere ich die Gleichung (1), mnltipliziert 
mit -|^^^^ «nd die Gleicharg (2) multipliziert mit ^-EuLil . 
Dann ergibt sich 

Fährt man so fort, so beweist man die allgemeine Gleichung: 

in der k alle Werte m, m — 1, ... bis zu i+ 1 annehmen 
darf. Erteilt man nun i wieder die Werte 1, 2, ..., m — 1, 

so wird die Anzahl der Gleichungen (b) gerade — -— -• 



Dritte, gewöhnliche Form. 

§ 8. Aus den Gleichungen (a) des Theorems I habe ich 
ebensoviele Gleichungen (b) abgeleitet. Jetzt werde ich aus 
ihnen die Gleichungen 

ableiten, deren Anzahl dieselbe ist. 

Ich will annehmen, daß für alle Zahlen i' und ^•, die größer 
als die gegebene Zahl i und nicht größer als m sind, die 
Gleichungen 

/^\ ^ l^_Pk\ 



\^9k) \^Qil 
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schon bewiesen seien. Mit ihrer Hilfe kann die Gleichung (b) 
auf folgende Form gebracht werden: 

Diese Gleichung ist dieselbe wie 

Man darf hier auch k = i setzen, da dann eine Identität ent- 
steht. 

Gelten also die Gleichungen (b), und ist die Glei- 
chung 

ibgx _ /dpa 






oder 



für die Werte *+ 1, **+ 2, . . . , m der Indizes ^' und 
k bestätigt, so gilt sie auch für die Werte i, t+1. 
. . . , m dieser Indizes. 

Setzt man i = m — 1 , so kommt in der Gleichung (b) 
dem k nur der eine* Wert k = m zu, so daß sie lautet: 

Es gelten also die Gleichungen (c), in denen k'^i an- 
genommen werde, wenn i = m — 1 ist. Nach dem Obigen 
werden sie deshalb auch gelten, wenn i = m — 2 ist, folglich 
auch, wenn i == m — 3 ist, usw.; d.h. die Gleichungen (c) 
werden gelten für die sämtlichen Werte m— l,m — 2, ...,2,1 
des Index ^, was zu beweisen war. Nachdem die Gleichungen (c) 
bestätigt sind, folgt, daß der Ausdruck 

Pi dq^ +Padq^ H \-Pm<^qm 

ein vollständiges Differential ist. 

Ich habe das System der — ^— • Bedingungen, die er- 

füllt sein müssen, damit der vorstehende Ausdruck ein voll- 
ständiges Differential wird, unter drei Formen (a), (b), (c) 
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Den. Unter ihnen ist die Form (a) zur Lösung des 
vorgelegten Problems, d. h. zur Bestimmung der Funktionen 
Pi) • • • > Pm 7 ^^® jenen Ausdruck zu einem vollständigen Diflfe- 
rential machen, besonders geeignet. 



Die Integrationen, welche die Lösung des vorgelegten Problems auf 
Grand der ersten Form der Integrabilitätshedingungen verlangt. 

§ 9. Nach diesen Vorbereitungen können die auszuführen- 
den Integrationen schon genauer beschrieben werden. Das 
Problem läuft nämlich hinaus auf die Bestimmung der Funk- 
tionen p^J p^y ..., p^, die den Gleichungen (a) genügen. 
p^ selbst ist durch die vorgelegte partielle Differentialgleichung 
als Funktion von i?, , i>3 ? . • . , i^r?n ^i > • • • > ?m gegeben. Setzt 
man darauf in (a) * = 1, A; = 2, so wird ^^ als Funktion von 
Psj Pij • • • > Pm > ^17 • • • > ^m bestimmt durch die Gleichung 



(1) 



hp^ 












hp^bp^ 

^Pm^^m 
bp^^ 
^^m^Pm 



Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung, deren 
Integration bekannt ist. 3) Nach Auffindung einer Funktion jo^, 
die der vorstehenden Gleichung genügt, wollen wir in (a) 
i = 1, 2 und k = S setzen. Dann ergeben sich die Glei- 
chungen : 

öjPi _ öi?3 bp, öi?3 bp, öj?3 



(2) 



ög-s ^^i ¥»ö?. 


^Pm Mm 


, ^Pi Öl>3 , . . 


, öp, bp, 
^Im^Pm' 


bp^ _ öp, dpj bp^ 
ö?s <>?, bpj dg-. 


bp^ bp^ 
^Pm ^1m 


, ^Pt ^P3 , 


, öi», bp, 
^<lm^Pm 



Wenn man p^ nicht als Funktion von p^, p^, . . ., i?^, g', , . . . , qm 
betrachten will, sondern nach Einsetzung des für p^ durch die 
Integration der Gleichung (1) gefundenen Wertes als Funktion 
von i?3, i?4, ..., Pm, ?4, .-., Qm, ^e Pt, so multipliziere 
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man die zweite Gleichung mit r^ und addiere sie zur ersten. 

Dann erhält man, falls p^ und p^ als Funktionen der 
übrigen Größen betrachtet werden, 







¥, öi>3 bp^ öi>3 


^Pm^^m 








1 <>i>, öi?, 




_^P. 












1 öl), bp. 



(2^* 



0^4 ^Pi 

Diese Gleichungen gehen durch Vertauschung der Indizes 
1 und 2 ineinander über. Durch die beiden Gleichungen (2) 
oder (2*) ist p^ als Funktion von ^j^, 2?g, ..., i?^, g^, . .'., q^^ 
zu bestimmen. 



§ 10. Ist durch die Integration der obigen Gleichungen 
auch die Funktion p^ gefunden, so setze man in (a) i = 1, 2, 3 
und Ä; = 4. Alsdann ergeben sich die drei Gleichungen: 

^_Pi^^__^^ ^Pa ^P, 



(3) 



0^4 ^9i ^Pi^Qt 

'^^g.^P,'"'^ 



hq^ hq^ 



hp^bp, 
^Ps ^Qs 



hp^^hp, 
hq, bq. 






^Pm^qm 
^Pi ^Pa 
^qm^Pm' 
^Pi ^P* 
^Pm^qm 
, ^Pi ^Pa 

^qm^Pm' 
__ bp, hp, 

^Pm^qm 
hp^ bp, ^ 



+ 



ö qm ^Pm 



Setzt man für p^ und p^ die durch die schon erledigten 
Integrationen gefundenen Ausdrücke ein, um dann p^, p^, p^ 
alle als Funktionen von p^, p^j ..., i?^, ^, , ..., g^ allein zu 
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betraehten und auf diese Annahme die partiellen Differen- 
tiationen zn beziehen, so hat man die dritte Gleichung mit 

-^ multipliziert znr zweiten zu addieren, wodurch sich ergibt: 

^JPi^^_P4_^Pi^P4_^Pi^_PA ^ ^ 

bq^ bq^ bp^öq, bp^bq^ ^Pm^9m 






bp, 



bp^bp^ 
^9m ^Pm 



Dann er- 



Diese Gleichung multipliziere man mit ^ , die dritte Glei- 
\ op^ 

chung (3) mit r~ und addiere beide zur era 

gibt sich: ^^3 

^_Pl^^P4 __ ^Pi ^ __ ^1 ^4 

bq, bq, bp^dq^ bp^bq^ 






bp^bp^ 

^Pm^^m 
bp^ bp^ 



^Qm ^Pm 



9m 



Es ist also p^ so als Funktion von p^ , p^ 
zu bestimmen, daß sie die drei folgenden Gleichungen erfüllt, 
in denen p^, p^, p^ Funktionen von p^j p^, ..., /?^, 
Qij "j 9m s^Q^7 ^i^ 8^6 9^ch durch die vorangehenden Inte- 
grationen bestimmt haben: 



(3*) 





09, 




bp, bp, 

^Pm^9m 








bp, bp, 
'^Hm^Pm 


Ö?4 




bp, hq^ hp^ iq^ 


bp^ bp, 
^Pm ^9m 






bp, hp. 


bp^ bp, 
^im^Pm 


^P3. 


_^P* 

^1i 


bpj bp, bp, bp, 

bj)^bq, bp^bq^ 


bp^ bp, 
^Pm^Qm 






, ÖP» ^P, , 

'^^q.^p. 


1 öPs ^P* 
^im^Pm 



Diese drei Gleichupgen sind sich sehr ähnlich und gehen 
durch VertauschuDg der Indizes 1; 2, 3 ineinander über. 
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Die simnltanen linearen partiellen Differentialgleichungen, denen 

man znr Ermittelung der einzelnen Größen p genügen mnß, zu- 

gleich eine vierte Form der Integrabilitätsbedingnngen. 

§ 11. Fährt man so fort, und sind i?i, i?j, . • • , i?, als 
Funktionen von i?,-^.^, i?,+,, ..., i>m? (Zi» •••? ^m bestimmt, 
so wird allgemein jp^^^ als Funktion von ^,-^,, ^,-^3, ..., ^^., 
^17 •••? ^im durch folgende Gleichungen zu bestimmen sein, 
deren Anzahl i ist: 



(«) 



^P\ 


_^Pu. 

^PUi 


hp, 
hp^ 

^PUi 


¥n.^ ^Pi ^PUi 


hp, hpi^^ 


Hu. 


^Pm <>?»» 
1 ^Pt ^PUi 


hp. 


^Qm ^Pm ' 
^Pi ^PUi 


ö?,+, 


^Pm ^Im 
, ^Pi ^PUi 
Hm ^Pm ' 


dpi 

Hu. 

TV 


_ ^PUi 

Hi 


dp, 

^PUi 

/-.\ 


^<lu%M*% 


bpi bpi^, 

^Pm Hm 

1 ^Pi öp,+, 

Ö3m ^Pm 



Die Gleichungen (a) bilden eine vierte Form, in der man die 

Integrabilitätsbedingungen des Ausdrucks ^, dq^ -\ ^Pm^^m 

darstellen kann. Aus dieser Form ist folgendes zu ersehen. 
Ist p^ durch die vorgelegte partielle Differentialgleichung selbst 
als Funktion der übrigen Größen gegeben, so findet man p^ 
durch Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung 
in 2m — 1 Veränderlichen; darauf muJß p^ zwei linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen zugleich genügen, deren jede sich 
auf 2m — 3 Veränderliche bezieht; darauf muß ^^ drei linearen 
partiellen Differentialgleichungen zugleich genügen, deren jede 
sich auf 2m — 5 Veränderliche bezieht usw. Allgemein wird, 
nachdem die Ausdrücke von^^j^^j ---i Pi durch die 
Größen ^,.^,, ^,.^,, ...,i?^, ^,, ..., qm gefunden sind, 
Pi+\ durch i lineare partielle Differentialgleichungen 
bestimmt, denen es einzeln genügen muß, und deren 
jede sich auf 2m — 2i+l Veränderliche bezieht. Wir 
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sehen also, d%ß bei der Aufsuchung jeder folgenden Funktion 
die Zahl der YeräDderüchen um zwei Einheiten abnimmt. 
Freilich nimmt die Zahl der Gleichungen, denen die gesuchte 
Funktion gentigen muß, bei jeder folgenden Funktion um eine 
Einheit zu. Es wird sich aber weiter unten zeigen, daß diese 
simultane -Integration, die die Analysten abgeschreckt zu haben 
scheint, nicht mit so großen Schwierigkeiten behaftet ist.'*) Bevor 
ich aber zu dieser simultanen Integration selbst schreite, werde 
ich die Integrabilitätsbedingungen noch unter anderen Formen 
darstellen. 



Theorem üher die allgemeinste Form der Integrahilitäts- 
bedingnngen. 

§ 12. Wenn wir k statt * + 1 schreiben und mit i eine 
beliebige Zahl kleiner als k bezeichnen, so können wir die 
GleichungcD (a) so darstellen: 



(«) 



^ ^Pi I ^Pi ^Pfc . ^Pi ^Pk I . ^Pi ^Pk 

^Qk ^Pk ^9k öpfr+i ö^Ä+i ' ^Pm^ 2m 

^^Pk ^Pi ^Pk ^Pi ^Pk 

^^i ö^ft+i ^Pk+i ^Qm ^Pm 



In dieser Gleichung ist ^^ eine Funktion von ^^^, , Pk+^^ .. ., 
Ptm 2ii " -i Qrn\ ^^® Funktion p^ enthält jedoch außer diesen 
Größen noch pj^ . Nun ist aber klar, daß der Ausdruck 

^Pi ^Pk ^Pi ^Pk 
^Phf ^^k' ^9k' ^Pk' 

derselbe bleibt, mag man bei der Bildung von t-^-^, —^ da- 

^Pk' ^Qk' 
rauf Rücksicht nehmen, daß j9y^r, g^r auch inp^ stecken, oder sie 

nur, wie es in der obigen Gleichung vorausgesetzt ist, beachten, 
sofern sie in p^ explizite neben pf^ auftreten. Im ersteren 
Falle werden nämlich die Glieder 

^PkWk' ^Qk' ^Qk' ^Pk'l 

hinzutreten, die sich foiiiheben. Außerdem darf man, wenn 
bei der Differentiation von p^ nach qj^ beachtet wird, daß qj^. 
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hpi 
auch in pj^ eingeht, das in dem Ausdruck von p. vorkommt, r~- 

für T^ + T^ ^r-^ schreiben. Man darf daher die obige 

Hk ^Pk^n 
Gleichung, wenn man p^ und pj^ als Funktionen von 

Pk+i^ Pk-^iy '-'^Pmi Qi,'-yQm »Hein betrachtet, fol- 
gendermaßen schreiben: 



iß) 



hpk _^Pi^^ ^Pi ^Pk _^ [ ^Pi ^Pk 

ö Qi ö qj, bpj,^^ ö qj,^ , bp^ ö q^ 

^Pi ^Pk ^Vi ^Pk , 



Die durch die angehängten Indizes bezeichnete Reihenfolge, 
in die wir die Veränderlichen q und die zugehörigen p ge- 
bracht haben, ist vollkommen willkürlich. Deshalb können in 
der vorstehenden Formel [ß) die Veränderlichen ^,-, qj^ zwei 
beliebige unter den Veränderlichen q sein und g^^,, ^fc^.,, ..., q^n 
beliebige andere q, die von jenen verschieden sind; ihre Anzahl 
ist irgend eine, aber nicht größer als m — 2. Sie müssen jedoch 
von q^j qfc als verschieden vorausgesetzt werden, weil in 
Formel [ß] die Annahme i<^k gemacht ist, so daß i unter 
den Zahlen ä;-|-1.ä; + 2, ...,m nicht vorkommt. Wir haben 
also folgendes Theorem r^j 

Theorem II. 

Es seien^?, , ...,;?,« solche Funktionen von q^^ ..., q^, 
daß der Ausdruck 

Pidq, +Pidq^ H h-Pm^^m 

ein vollständiges Differential ist. Werden dann ir- 
gend zwei p^ etwa p^ und ^^, durch q^, ..., q„^ und 
durch-beliebig viele andere^ von ^,- und ^^ verschie- 
dene py etwa px, Pnj ..., ausgedrückt, was auf un- 
endlich viele Weisen geschehen kann, und werden 
die auszuführenden partiellen Differentiationen auf 
diese Darstellung bezogen, so hat man 

bpk _bpi^hpihpj, bp^bpf, 

^Qi ^Qk ^Pxh). ^Pfx^Qu 

^Pi ^Pk ^Pi ^Pk 
bqxhpx bq^bp^ 

Oetwalds Klassiker. 156. 2 
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Es ist nicht einmal nötig, daß im vorstehenden Theorem 
p^ und Pf. dieselben p oder dieselbe Zahl von Größen p ent- 
halten; denn der Fall, daß eine Funktion gegebene Größen 
enthält, umfaßt den, daß die Funktion einige von diesen Größen 
oder alle nicht in sich schließt. 



Direkter Beweis des obigen Theorems. 

§ 13. Das vorstehende Theorem läßt sich mit Leichtigkeit 
auch direkt aus den Gleichungen 






ableiten. Zunächst nämlich kann man bestätigen, daß in der 
angegebenen Formel der Ausdruck rechts ungeändert 
bleibt, wenn man die Ableitungen nach q^^ ^„, ... in 
Klammern einschließt, daß man also hat 



hpi hpk hpi hpj, 

.^. , ^Px^qx ^Pfi^q^ 
'hpx^qx ^Pf4^qfi 



^Pxv^qxl ^Pf4m,il 

__ '^_Pkß_Pi\ _ ^/M\ _ . 
^P)Mqxi ^PfA^qfif 



stellen wir in der Tat die rechte Seite der obigen Gleichung 
in der folgenden Weise dar: 



^ ^Px \Hx) ^ ^Px \Hx) ' 



wobei der beigefügte Index X andeutet, daß die Summe sich 
über alle Werte A , ^t« , ... erstrecken soll. Es wird dann 
weiter sein 

^Pk\ ^ ^ . V ^ /^i^A'\ 
\Hx) Hx'^^ ^PX'Uqxl' 

\^qxl ^qx -T ^Px^y^qxr 

wobei der beigefügte Index A' wieder andeutet, daß die Summe 
sich über dieselben Werte A, f.ij ... erstreckt. 
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Hieraus ergibt sich: 



-T ^^Px \HxJ ^px \ö?a/1 -T ^^px Hx ^px ö^x 

-T^ ^-Pä öi^A' \ö?Ä / -Tv ^i^A %' U^A/ ' 

Da den Indizes X und ^' genau dieselben Werte zukommen, 
so darf man in den beiden obigen Summen A und l' miteinander 
vertauschen. Macht man das in der zweiten, so wird unser 
Ausdruck : 

y N7 ^Pi ^Pk \ {^P>!\ ßPx\\ 

Dieser Ausdruck verschwindet aber, weil 

\Hx) y^w 

ist. Damit ist die Gleichung (1) bestätigt. 
Nun folgt aus Gleichung (1): 

M^_L.^^^ 

^PX Hx ^Pfji Mfi 
_^^__ö^^ 

= MÄ\ + M i^lA ^ 

^Px\Mkf ^Pf^\^2kl 

_ ^_Pk IM] _ ^ l^lt] : 

was zu beweisen war. 

2* 
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Setzt man in den Formeln (ß) i statt k und l statt i, so 
geht aus jenen Formeln oder aus Theorem II hervor, daß in 
den Formeln (a) p^J p, , . . . , p^ solche Funktionen von q^^ . . . , 
^my Pi+ii Pi+t^ '"1 Pm sind, bei denen je zwei, p^, p), in 
der Beziehung stehen 

^__^ = _^ ^Pa_ j . ^Ph ^Px 

_ iPx_ }Pk }Ph M . 

^Pi^iHi^i ^Pm^^m 

Diese Relation ist es, die, wie wir weiter unten sehen werden, 
bewirkt, daß sich die Gleichungen (a) zusammen integrieren lassen. 

Andere Darlegung des Problems. Die Funktionen, die gleich Kon- 
stanten gesetzt die Ausdrücke pi durch ^i, ...,^m liefern, werden 

durch ^ ~ simultane Gleichungen definiert. 

§ 14. Das Problem der vollständigen Integration einer 
partiellen DiflFerentialgleichung erster Ordnung zwischen m + 1 
Veränderlichen F, q^, ..., q^, die die gesuchte Funktion V 
selbst nicht enthält, läßt sich auch so darstellen. 

Es sei V eine Funktion von ^^ , . . . , 5,^ , die m Konstanten 
^v '"i^m einschließt, von denen keine nur additiv ist; p^y ... ,p^ 
seien die partiellen Ableitungen von V nach 5, , •-., ?,n* ^^ 
diese Ableitungen auch die Konstanten h^y . . . , h^ einschließen, 
so können umgekehrt h^, ..., /j^ gleich Funktionen von g,, ..., 5^, 
Pij '"j Pm gesetzt werden. Die so gefundenen Gleichungen seien : 

H^ = hyj fl, = /i, , . . . , H^ = h^\ 
dabei bezeichnen H^, . . . , H^ Funktionen von q^J . . . , g^ , 
JPi > ' ' • 1 Pmi ^^® voneinander unabhängig sind und keine der 
Konstanten h^^ ..., h^ einschließen. ' Es wird verlangt, 
wenn eine dieser Gleichungen, z.B. H^ = h^j gegeben 
ist, die übrigen m — 1 aufzufinden. 

Wir wollen die identischen Bedingungsgleichungen suchen, 
denen die Funktionen fi^, ..., H^ genügen müssen, damit, 
wenn p^, -- -<, Pm durch g^ , ..., q^ mit Hilfe der Gleichungen 

^i =Ky ^'i = K^ '"1 ^m = ^m 
ausgediilckt sind, der Differentialausdruck v- 

Pi dq, +P^dq^ H V- Pm^qm 

ein vollständiges Differential dV wird. 



(1) 
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Setzen wir in Theorem II an Stelle der Indizes iy k\ die 
Indizes 1, 2 nnd an Stelle der Indizes A, f,iy ... alle übrigen, 
3, 4, ..., m. Dann ergibt sich die Gleichung: 

0^4 ö?i ^Pz ^Qz ^Pa ^9'4 " ^Pm ^9m 
_6^ö^__bp^ö^ ^Pt ^Pi 

Es seien 

fl.. = Ä,, H, = h, 

irgend zwei der angegebenen Gleichungen, mit deren Hilfe 
sich p^ und p^ als Funktionen der p^^p^^, "-yPmi ^ij • • • j ^m 
bestimmen lassen, also der Größen, von denen in der obigen 
Gleichung p^ und p^ Funktionen sein sollen. Man bilde nun 
die partiellen Ableitungen von p^ und p^ nach jenen Größen 
und setze für die in diesen Ableitungen auftretenden Kon- 
stanten h^ und hj^ die ihnen gleichen Funktionen H^ und Hj^ 
ein. Dann ergeben sich Ausdrücke, die nur die Größen p^^ . . . , 
Pmj Qij •••> 9m enthalten und keine Konstante h. Setzt man 
diese Ausdrücke in die Gleichung (1) ein, so muß sie zu einer 
Identität werden; denn es kann zwischen den Größen^,, ..., 
Ptm Qij "'} 9m teine von den Konstanten h^, . . . , ä^ gänzlich 
freie Gleichung bestehen außer einer Identität. 

Um die in Gleichung (1) einzusetzenden Ausdrücke der 
partiellen Ableitungen von p^ und p^ zu ermitteln, wollen wir 
die Gleichungen 

Hi = hi , IIjc = hk 

nach p^y Pit '"j Pmy 9ii -'*) 9.m differenzieren. Es seien 
r und t irgend zwei dieser Größen. Dann wird 

hp^ hr öji7, ör dr ' 

^Hkhp^ hHj,bp^ ^ hHk 
hp^ ht "^ hp^ ht ht 
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Mnltiplizieren wir die erste nnd vierte, die zweite und 
dritte, so gewinnen wir dnrch Snbtraktion der Produkte 



(2) 



\hp^ öjp, hp^ bp^]\br bt br ht f 

Femer folgt aus der ersten und dritten Gleichung 

\bp^ bp^ bp^ bp^} br bp^ br br bp^ ' 

_ ibHi bHj,^bH^ bHj\ bp^^bHi bHj, _ bHi bHj, 
\bp^ bp^ bp^ bp^j br bp^ br br bp^ 

Multiplizieren wir Gleichung (1) mit 

bHi ^ ^SjbH^ 
bp, bp^ bp^ bp, 

und setzen in den Gleichungen (3) q^ und q^ für r, in der 
Gleichung (2) g,, g^, ..., g^ für r und gleichzeitig bezüglich 
Pii P*j '•••> Pm ^^ ^' I^adurch ergibt sich aus (1) 



(3) 



iv) 



bH^ bS]^ bS^ öSju bS^ ^Hj- 



^Pt 


ö.. 


öi». 


hq, ' 


bHihHk 
bq^ dp, 


ig, bp^ 



^Qm ^Pm 



Dies ist die gesuchte , von den Eonstanten h gänzlich freie 
Identität. 

§ 15. Wenn in der Gleichung {y) den Indizes i und k alle 
Werte beigelegt werden, die sie annehmen können, so gewinnen 

wir — ^—- ' Gleichungen, die ebenfalls als Bedingungen dafür 

betrachtet werden dürfen, daß der Ausdruck 

Pidq^ +Pidq^ H \-Pmdqm 

integrierbar wird. Man hat nämlich auch das umgekehrte 
Theorem : 
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Theorem HI. 

Es seien H^J . , , ^ Hyy^ voneinander unabhängige 
Funktionen der Veränderlichen ^^ , ..., |?y^, g^, ..., g^, 
und je zwei von ihnen, H^ und 5^', mögen der Glei- 
i^hung genügen: 

Wenn man dann aus den Gleichungen 

worin h^, ..., h^ willkürliche, in die Funktionen H^, ..., 
Hjf^ nicht eingehende Konstanten sind, die Werte von 
Pij "")Pm ausgedrückt durch q^^ ..., q^^ berechnet, so 
wird der Ausdruck 

Pi dq, +P^dq^ H hPmdqm 

ein vollständiges Differential. ö) 
Das ist ein sehr wichtiges Theorem. 



Das obige Theorem über die Lösung des Problems, definiert durch 
^ g"^ simultane Gleichungen, wird direkt nachgewiesen. 

§ 16. Als direkter Beweis des vorstehenden Theorems 
bietet sich der folgende dar. Durch Differentiation der Glei- 
chung H^ = hl nach ^/^f ergibt sich, wenn durch das dem 
Summenzeichen angefügte k angedeutet wird, daß sich die 
Summation über die Werte 1 , 2 , . . . , m von k erstreckt *) : 






*) Eine ähnliche Bezeichnungsweise werde ich im folgenden 
öfter gebrauchen, sobald hinter dem Snmmenzeichen mehrere In- 
dizes stehen, von denen die einen konstant, die andern sozusagen 
summierende sind ; der größeren Deutlichkeit halber werde ich die 
letzteren unter das Snmmenzeichen setzen. 
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Daraus folgt, wenn man noch mit -r — - multipliziert, 

-T ^Pk ^Pk'Wk'l ^Pk'^^k' 

Setzt man in dieser Gleichung für k' alle seine Werte 
1, 2, .. ., m, so kommt 

^ ^ öfi;. ö^^ /ö^a ^ Ö5;. ö^ _ 
-f iP ^Pk ^Pk'\Hk'1^ ^Pk' Hk' 

Daraus ergibt sich durch Vertauschung von H^ und H^' 

^# ^Pk^ ^PkUQk'l^ Hk ^Pk' 

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so gewinnt 
man, da nach der Voraussetzung 



^Upk' ^W ^Qk' ^Pk'l 

-ri^ ^^Ä ^Pk' ^Pk' ^Pkl\^^k'i 



Vertauscht man k und k\ denen ja dieselben Werte 1, ..., m 
zukommen, so läßt sich der Ausdruck auf der linken Seite 
auch so schreiben: 

-r 1^ ^ ^Pk ^Pk' ^Pk' ^Pk i\^Pki' 

Wir können daher die obige Gleichung auch folgendermaßen 
darstellen : 

^\^Pk^Pk' ^Pk' ^PknU^k'l U^fc/I ' 

wobei die Summation sich über alle — - — Kombinationen 

2 

der für k und k' zu setzenden Zahlen 1, ..., m erstreckt, so 

daß dem k hinter dem Summenzeichen die Werte 1 , . . . , m — 1 

beizulegen sind, und für jedes k dem k' die Werte Ä; + 1 j • • • ? ^- 
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Wenn in der obigen Gleichung für i und i' alle möglichen 
Zahlen aus der Reihe 1 , . . . , m gesetzt werden , so ergeben 

sich — —— Gleichungen. Betrachten wir in ihnen die 

Größen 

\^w Uqkl 

als die Unbekannten, so sind die Gleichungen in bezug auf 
diese Unbekannten linear, die Zahl der Gleichungen und Un- 
bekannten ist dieselbe, und die konstanten Bestandteile sind 
alle Null. Daher müssen auch die Unbekannten sämtlich ver- 
schwinden, d. h. es wird für alle Werte von k und k' 






was zu beweisen war. 

Durch das obige Beweisverfahren hätte auch am direktesten 
bestätigt werden können, daß, wenn 



d.h. 




ßPk) 


ßPk'\ 
\Hk} 


= 0, 






Pi 


dqt+Pt^qt + •■ 


■+Pm 


dqm 


integrierbar ist, 












bffi bH^i 
bpt bq^ 


bEi bHi. 
■^ bp, bq. 


+ ••• 


bHi 
^^Pm 


bHi 
^1m 




bq^ bp^ 


bSi bHf 

bq^ dp^ 


_ ... 


bHi 

^1m 


bHi 
^Pm 



wird. Man kann übrigens bei dem obigen Beweise des Theo- 
rems ni noch etwas vermissen, nämlich den Nachweis, daß von 

den — ^— linearen Gleichungen 

^IbHj bH( _ ö^ bHA _ 

^Wk^Pk- öK^ W ''*'*' ~^''*'' 

worin die Xj^y; die Unbekannten und die 2/i,t" die konstanten 
Teile bedeuten, keine aus den andern folgt. ' 



26 C. G. J. Jacobi. 

Diesen Nachweis kann man auf verschiedene Weisen leicht 
erbringen, da doch derartige Gleichungen auf Grund der Ele- 
mente der Algebra ohne Schwierigkeit allgemein aufgelöst wer- 
den. Die Auflösung wird nur dann illusorisch, wenn man hat 

wobei die Indizes 1, . . . , m der p hinter dem Summenzeichen auf 
alle möglichen Arten zu vertauschen und nach einer bekannten 
Kegel die Zeichen zb zu verteilen sind. Diese Gleichung ist 
aber die Bedingung daftlr, daß zwischen den Größen H^y . . . , 
^m » ?i > • • • ) 9'm ^^^® Gleichung besteht, die von den p frei ist. 
Wäre das der Fall, so hätte man auch eine Relation zwischen 
^i) •••) Qm ^^^ willkürlichen Konstanten und könnte nicht, 
wie wir angenommen haben, aus den Gleichungeu 

H^ = h^, fi, = Ä, , . . . , B"^ = hni 

alle p^, . . . , pjy^ als Funktionen von g^i , . . . , Ö'm bestimmen. 



Umformung der Gleiehnngssysteme, durch deren simultane 
Auflösung nach § 11 die pi erhalten werden, 

§ 17. Um nunmehr an die Integration selbst heranzutreten, 
wollen wir zu der Form (a) der Bedingungsgleichungen in § 11 
zurückkehren. Wir sehen, daß die Schwierigkeit darin liegt, 
eine Funktion zu finden, die i linearen partiellen Diflferential- 
gleichungen auf einmal gentigt. Es sei f eine Funktion von 
i^,V4J Pi+t^ -*^ Pmi ?i, •••, <lm ^nd f=a eine Gleichung, 
durch die die gesuchte Funktion p^^^ durch |?,+4, ..., i?^„, 
^\i •••> 9.m bestimmt wird, wobei a eine willkürliche, in f 
nicht eingehende Eonstante ist. Bezeichnet man mit p^ und q^ 
irgend welche unter den Größen ^^^^ j • • • ? JPm ^^^ Ö'i > • • m ^»m 
so wird 

Daher gehen die Gleichungen (a), mit multipliziert, 

in folgende über: °-P«+4 



w 
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bp, hf 



^f I J^P^ Jf I 









^Pi+i ö?t+4 ^i^i+t ^?i+« 



o = K + JPi^Af. 



hPi hf 



JPi_}f JPi^f 



^Pi+i^^i- 



^Pi^i Ö ^IH 



ö ?m ^Pm 
^Pm^qfn 
^qm^Pm 
^Pm HJ 



^qm ^Pm 
^Pm ^qm 



, Pi als gegebene 
j q^ betrachtet, 



In diesen Gleichungen werden p^J p^, 
Funktionen von p^^,, p^^^, --, Pmi q^ 
und je zwei von ihnen, p^^ und px^ stehen in der Beziehung, 
die ich am Schluß von § 13 angegeben habe; aufzusuchen ist 
eine Funktion f von Pi^;^^ ""iPmj 3'i> •••j 9'w» ^® ^i® obigen 
Gleichungen alle zusammen identisch erfüllt. 



Ein Theorem über die simultane Integration der oben erhaltenen 
Gleichungen. 

§ 18. Ich will hier nicht bei der allgemeinen Frage ver- 
weilen, wann und wie man zwei oder mehr partiellen Diffe- 
rentialgleichungen durch eine und dieselbe Funktion genügen 
kann, sondern die Untersuchung auf den vorliegenden beson- 
dem Fall beschränken. In ihm kann man nämlich ganz beson- 
dere Kunstgriffe benutzen, die zur Erleichterung der Integration 
dienen. Vor allem ist es folgendes Theorem, durch das die 
8ache erledigt wird. 



Theorem IV. 

Es seien x, X irgend zwei verschiedene Zahlen aus 
der Reihe 1, 2, ..., i; /*= (p sei ein beliebiges Integral 
einer der Gleichungen (d): 
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^Px ^f ^Pk ^f 



^Pi^i^^i+i ^Pm^^m 

Dann igt der Ansdruck 

^_ ^y I ^px ^9> ^ I ^px ^y 

^QX ^^i+i^Pi-^i ^Qm^Pm 

^PX ^9 ^PX ör/? 



ebenfalls ein Integral derselben Gleichung.^) 

In diesem Theorem bezeichnen p^, px Funktionen von 

?x, ?A» ^i+iJ ^t+i» -y Qmj Pi^ij Puty •••i Pm^ ^ie der 
Gleichung genügen 

^_^_PX^^^Px_ ^PX I L^ ^ 

^QX Mh Muk ^PUk Mm ^Pm 

bp^ hpx hp^ hpx 



^Pi+i ö^i+i ^Pm ^Qm 

Wenn diese Funktionen noch andere von den Größen 

Qi*'''iQm enthalten, so werden dieselben als Konstanten 
betrachtet. 



Es wird gezeigt, wie auf Grund des obigen Theorems die 
Integration vor sich geht. 

§ 19. Mit Hilfe des vorstehenden Theorems erledigt sich 
die vorgelegte Integration folgendermaßen: <jpj, ^J, g>T, • . • 
seien die Funktionen, die aus dem Ausdruck 



^f 1 ^Px i>f , 
^9x i>qi+i hpu^ 


<>?w ^Pm 




^Pm Hm ' 



hervorgehen, wenn man für f der Reihe nach cp^ cpx^ cp'i^ . . . 
setzt, so daß man allgemein hat: 



Jn) 
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Nun sei f=q) irgend ein Integral der Gleichung 



(1) 



= f = ^+^^-^+...+^^ 

_APi.J1 ^IL. 



Dann werden nach Theorem IV auch cp^, qpj, (jp,'", ... 
Integrale dieser Gleichung sein. Das wird klar, wenn man 
in dem genannten Theorem an Stelle von q) ijach und nach 
die Funktionen cp^ , r/)J, . . . einsetzt. Es gibt aber nur 2{m — i) 
voneinander unabhängige Integrale der obigen Gleichung ; jedes 
andere Integral muß eine Funktion von ihnen sein, in die 
außerdem auch die Größen g,, q^^ . . ., q^ gleichsam als 
Konstanten eingehen können. Es sei also (pW die erste 
Funktion, die sich durch die vorhergehenden Funktionen 9), 
y^i, ..., cp^f*'^*^ und durch q^, ^3, ..., q^ ausdrticken läßt. 
Der Index fi wird dann kleiner als 2 (m — i) sein oder höchstens 
gleich dieser Zahl. Nimmt man an, daß 11 eine Funktion 
von 9?, 9?;, (p'i, . . ., cp^f^^^\ q^, q^, •.•,?• ist, so wird auch 
/■= JT ein Integral der Gleichung (1) sein, da nach Theorem IV 
g),'^)',, 9)J, . . ., cp^f^~^^ Integrale von ihr sind, und g,, g'3, . . ., 
q^ in Gleichung (1) die Rolle von Konstanten spielen. Setzt 
man in der Gleichung 



(2) 



^Pi M ^Pi i>f 

^Pi+i öft+i ^Pm öffm 



■f = n, so nimmt sie die Form an 
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Hier sind r/), y,', r/J, ..., cp^f*''^\,q^ die unabhängigen Ver- 
änderlichen. Die Integration dieser Gleichung liefert nun die 
Funktion /"== U, die den beiden Gleichungen (1) und (2) gleich- 
zeitig genügt. 

Es kann vorkommen, daß identisch cp^ = wird. In 
diesem Falle hat man ohne weitere Integration in /" = 9) , dem 
Integral der Gleichung (1), auch ein Integral der Gleichung (2). 
Ist allgemeiner (p^ = c, wo c eine Konstante bedeutet, so wird 

f= n= cp — eq^ 
ein Integral von jeder der Gleichungen (1) und (2) sein. 

§ 20. Nachdem eben gezeigt worden ist, wie eine Funktion 
f=n, die den beiden Gleichungen (1) und (2) gleichzeitig 
genügt, sich finden läßt, was mit Hilfe des Theorems IV ge- 
lang, will ich nunmehr mit Hilfe desselben Theorems aus der 
gefundenen Funktion 11 eine andere W ableiten, die für f 
eingesetzt jene beiden Gleichungen und zugleich die dritte 

(3) o = r = -^4--^-^+..-4-^^ 



erfüUt. 

Wenn wir nämlich in Theorem IV an Stelle von qp die 
Funktion 11 einsetzen und 1 = 3 annehmen, dem x dagegen 
die Werte 1 und 2 erteilen, so werden die Funktionen JT3, 
JTg', . . . Integrale von jeder der Gleichungen (1) und (2) sein. 
JJ^(^') sei die erste Funktion, die sich durch die vorangehenden 
n^, m^j .. ., n^f^'^^^ und ^'3, ^4, . .., q^ ausdrücken läßt: ^' kann 
hier wieder nicht größer sein als 2{m — i). Setzt man f=V 
und versteht unter W eine Funktion von JT, JTg, TT^, . . . , n^^''^^\ 
^3 , in die auch die Größen q^, q^^ . . . , q^ als Konstanten ein- 
gehen können, so geht (3) über in: 

(3a)0 = ^Jl3' + ^,i7^'+...+^^p^iTr + |_. 

Jedes Integral dieser Gleichung, in der ZT, H,', ..., Jlg^^'"*), 
^3 die unabhängigen Veränderlichen sind, liefert die gesuchte 
Funktion f==W, die den drei Gleichungen (1), (2), (3) gleich- 
zeitig genügt. 

So kann man fortfahren, bis man eine Funktion f erhäU, 
die allen i Gleichungen (d) gleichzeitig genügt. 
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§ 21. Nach dem Obigen ist der Verlauf der Integrationen, 
durch die eine allen i Gleichungen (d) genügende Funktion 
ermittelt werden soll, folgender. Vor allem war zu suchen 
eine Funktion r/), die der Gleichung (1) genügt. Man hat sie 
bekanntlich, wenn r/? = Konst. ein Integral des folgenden 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen ist: 



dVi 



^Pi Hi±K _ ^Pi 



dq, ö?,„, ' 

dPUi_ ^Pi 
dq, hqi^^ ' 


dq, bpi^, 
<i9[i+i _ ^Pi 


dq, Hm ' 


<*?m _ ^Pa 
Hi ^Pm 



(a) 



Die Gliöichung cp = Konst. heißt nämlich ein Integral der 
gewöhnlichen Differentialgleichungen (a), wenn vermöge dieser 
Gleichungen identisch dcp = ist. Das kann nur geschehen, 
wenn (1) identisch besteht. 

Ist die Funktion cp gefunden, so leite man aus ihr die 

die Indizes lasse ich 
cp'j . .., qp^^"~*) aus; 



Funktionen (p\ cp" ^ ..., (^pC"""*) ab 

fort — und drücke q)W durch g,, r/), 

dieser Ausdruck kann auch mit ^37 ^4, ..., ^i als Konstanten 

behaftet sein. Alsdann findet man eine Funktion 11^ die der 

Gleichung (2 a) genügt, wenn JT= Konst. irgend ein Integral 

des folgenden Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen ist: 

, dip „ dcp' .„_^^ dcp^^'-"") ,^^ dcpif'-') 

dq^' ^ dq^' ' ^ dq^ ' ^ dq^ 

Der Ausdruck von q)W sei 

fpW = cpm(q„ cp, <p', ..., cpU^-^)). 
Ist dann 



ttI ^9 df'-'cpX 



Konst. 



ein beliebiges Integral der gewöhnlichen Differentialgleichung 
/t-ter Ordnung 



(b) 






'H^"^'t'--^) 
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zwischen den beiden Veränderlichen q^ und (jp, so folgt aus 
dem obigen, daß 

il(?„ 7-, 9,', ..., r;>(/'-')) 

die gesuchte Funktion wird, die den Gleichungen (1) und (2) 
gleichzeitig genttgt. 

Drittens leite man aus der Funktion II die Funktionen II\ 
il", ..., i7(/"'-*) ab und drücke Wt^'^ durch sie und g, aus; 
der gefundene Ausdruck sei 

mf'') = m^'')(q^, n, n', ..., m«'-*)). 

Man stelle die Differentialgleichung /i'ter Ordnung 

zwischen d«n beiden Veränderlichen q^ und 11 auf. Ist dann 
ml TT «^^ dl^-'n \ ^ ^ 

ein beliebiges Integral von ihr, so ist der Ausdruck 
«Ffe,, JT, U', ..., J7(f'-0) 

die gesuchte Funktion W, die den drei Gleichungen (1), (2), (3) 
gleichzeitig genügt. Das wird durch einen ähnlichen Beweis 
klar, wie wir ihn bei der Aufsuchung von 11 gegeben haben. 
Die Funktion W kann auch mit den Größen q^J q^y . . . , q- 
als Konstanten behaftet sein. 

So kann man fortfahren, bis man eine Funktion f hat, 
die allen i Gleichungen (d) genügt. Zu ihrer Auffindung hat 
man zunächst, was die Hauptsache ist, irgend ein Integral 
eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ord- 
nung in 2 (m — i) ■+ 1 Veränderlichen zu ermitteln ; dieses 
System vertritt die Stelle einer Gleichung {2m — 2i)ter_0rd- 
nung in zwei Veränderlichen. Dann sind nacheinander i — 1 
gewöhnliche Differentialgleichungen in zwei Veränderlichen von 
der Ordnung jt£, ^e', ^e", .. ., ^^'"*^ aufzustellen, und von jeder 
hat man irgend ein Integral zu finden, das zur Bildung der 
folgenden Differentialgleichung dient. Die Zahlen jU, ^t', },t"y 
. . . , ^i(*~*) werden alle kleiner oder jedenfalls nicht größer 
sein als 2[m — i). Wenn f^ a,- ein Integral der letzten 
Gleichung ist, wobei a,- eine willkürliche Konstante bedeutet, 



Integration partieller Differentialgleichungen. 33 

and man entnimmt aus f^ a^ den Wert von p^^^ , ansgedrtlckt 
durch i?.^,, p^^.3, ..., Pmj Qx, ", ^mj so wird er so be- 
schaffen sein, daß er allen Gleichungen [a) des § 11 gleich- 
zeitig genügt. Ist dieser Wert gefunden, so kann man auch 
Pi7 P^y -"1 Pij ^i® ^Is gegebene Funktionen von p._^_^, p.^^^ 
•"j Pmy ^M •••» ^m vorausgesetzt werden, durch p^^^, p^^^, 
• • • 7 Pm j ^17 • • • j ^m ausdrücken, und man kann dann über- 
gehen zur simultanen Integration des nächsten Systems von 
i + 1 partiellen Differentialgleichungen, die aus den Glei- 
chungen (a) entstehen, indem man i-{- 1 für i setzt: in diesem 
System ist die Zahl der in den einzelnen Gleichungen ent- 
haltenen Veränderlichen um zwei Einheiten kleiner. 

Die gewöhnlichen Differentialgleichungen /£-ter, ,t«'-ter, ... 
Ordnung in je zwei Veränderlichen können als Hilfsglei- 
chungen betrachtet werden, während das System (a) von gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 2[m — 1)+ 1 
Veränderlichen als das Hauptsystem angesehen werden kann. 
Reduziert man dieses Hauptsystem, indem man alle Veränder- 
lichen mit Ausnahme zweier und ihrer Differentiale eliminiert, 
auf eine Differentialgleichung in zwei Veränderlichen, so wird 
sie bis zur Ordnung 2{m — i) aufsteigen und kann nicht zu 
einer niedrigeren aufsteigen. Dagegen hängt die Ordnung jeder 
Hilfsgleichung von dem Integral ab, das man für die vorher- 
gehende Hilfsgleichung gefunden hat, und je nachdem man 
das eine oder das andere gefunden hat, kann die Ordnung 
größer oder kleiner ausfallen, kann aber doch niemals die 
Ordnung 2(m — i) des Hauptsystems überschreiten. Ja es 
kann sogar unter den Zahlen ^/, ^t', ... solche geben, die 
verschwinden, so daß man einiger oder selbst aller Hilfs- 
integrationen . gänzlich überhoben wird. 



Beschreibang des Verlaufs der Integrationen, dareh die nach der an- 
gegebenen Methode die Lösung des ganzen Problems erledigt wird. 

§ 22. Wenn wir das ganze Verfahren von Anfang an ver- 
folgen, so wird es folgenden Verlauf haben, p^ ist als Funktion 
^^^ P^y Psy -") Pm^ Qu ""f Qm gegeben; das ist die vor- 
gelegte partielle Differentialgleichung. Die übrigen Größen p,, 
Psi •••? Pm sind so als Funktionen von q^, •••? 5'm ^u be- 
stimmen, daß der Ausdruck 

PjQi +Pidq^ H \-Pmdqm y 

Ostwalds Klassiker. 156. 3 
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nachdem man auch p^ darch q^, ..., q„^ ausgedrückt hat, em 
vollständiges Differential wird. Alsdann ist 

^=/[Pidq^ +p.dqi-{ hPmdqm) 

die unbekannte Funktion, die der vorgelegten partiellen Diffe- 
rentialgleichung genügt. 

Zuerst stellt man das folgende System gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen auf: 



f dp^ __ bp, 
dq, bq^ ' 
dp, _ bp, 
dq, bq, ' 


dq^ bp, 
dq, bp, ' 
dq^ _ bp. 
dq, bp, ' 


dPm ^P, 
[ dq, bq,„ ' 


dq^ ^Pm 



Ist /*, = a, ein beliebiges Integral dieses Systems, wobei 
a^ eine willkürliche Konstante bedeutet, so bestimmt sich aus 
jener Gleichung p^ als Funktion der Größen p^, p^j ..., Pm, 
q\f •••? qmj wonach auch^^ sieh als Funktion derselben Größen 
bestimmen läßt. Ist das geschehen, so stellt man das folgende 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen auf: 



(2) 



Ist (p = Konst. ein Integral dieses Systems, so bildet man 
die Ausdrücke 



[ dp, _ bp, 
dq, bq, ' 
dp, _ bp, 
dq, bq, ' 


dq^ _ ^Pi 

dq, bp, ' 
dq, _ bp, 

dq, öp, ' 


dp,n öp, 
[ dq, bq„,' 


dqm _ ^Pi 
dqt i>Pm 



bq^ bq^ öjpg 

^Pi ^cp _ 
^Pi ö?3 



bp^ bcp 

^qm^Pm 
bp^bcp_ 

^Pm^qm' 
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bp<i bcp' 

usw. 
bis man zu einer Funktion 

0^3 






bq<i 






, bp^ W 
bqm^Pm 

USW. 



hp^ hcp^f^"') 
hp^ öy(i^-*) 



(2 a) 
gebildet. 



^?3 ^i^m ^Ö'm 

gelangt, die sich durch die vorhergehenden r/), r/)', ..., cp^f^'*^ 
und ^2 ausdrücken läßt; das wird immer eintreten för eine 
Zahl fi "^ 2 m — 4. Wenn der Ausdruck von cpW 

lautet, so wird die Differentialgleichung /u-ter Ordnung 

Ist 

ein beliebiges Integral von ihr, wobei a^ eine willktlrliche 
Konstante bedeutet, so bildet man die Gleichung 

fi=f^{^ij 9i 9\ •••» cp^^''^) = a^ 
und drückt mit Hilfe der Gleichungen 

Pi » P%j Pz durch p^, p^j " 'j Pmi ?4> • • • > Qm »ßs- Ist das 
geschehen, so stellt man das folgende System gewöhnlicher 
Dififerentialgleichungen auf: 

( dPA _bp^ dg, ^ bp, 
dq, bp^ ' 

^^5 _ ^Px 



(3) 



dq, hq, ' 

dp^^^ 

dq^ hq^ ' dq^ 



öi?5 



dPm_^ ^ _^ 



. dqi ög„ 



^?i 



^Pm 
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Ist n = Konst. ein Integral dieses Systems, so bildet man 
die Funktionen: 

__ bp^ bn _ _ bp^ bll 
bp, bq^ bpj„ bq^' 

jr'=^ + -^^ + ... + -^^' 

bq^ bq, bp^ bq^, bp„, 

__ö^öir__ bp^ bn' 

bp^ bq^ '" bp„, ög„, ' 
USW. usw. 

bis man zu einer Funktion 

bq^ bq^ bp^ bq^ bp„, 

_ bp^ bW"') _ _ ^ öJ7(^-«> 

gelangt, die sich durch die vorhergehenden 11, 11', . . . W*^'^"^ 
und g, ausdrücken läßt; dabei ist v "^ 2 m — 6. Dieser Aus- 
druck kann auch mit q^ als einer Konstanten behaftet sein. 
Man schreibt nun für JI^") den Ausdruck 

iiw(g„ n, JT', ... W'^j 

und stellt die Differentialgleichung y-ter Ordnung auf: 

Ist ^^ = Konst. irgend ein Integral dieser Gleichung, so 
bildet man die Funktionen: 

jj,^^n, bp, bn, bp, bn, 

* ög, bq, bp, bq^, bp^, 

bp^ bn, bp^ bn. 



bp^ bq, bp„, bq„, ' 

bp, bni bp, bni 

^P, ^P, Hm öjPm 

__bp^bni bp, bni 

bp^ bq^ " bpn, bq„, ' 

USW. usw. 



* i?, hpt bp, bq,n bpm 
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bis man zu einer Funktion iT|^') gelangt, die sich durch die 
vorhergehenden JT^, JI^', . . ., tl^^'"^^ und q^ ausdrücken läßt, 
wobei wieder v* ^2m — 6 ist. Lautet dieser Ausdruck 

np{q„ n„n:, .... iif-o), 

so stellt man die Differentialgleichung r'-ter Ordnung auf: 

von der ü^end ein Integral 

aufgesucht wird, wobei a, eine willkürliche Konstante bedeutet. 
Hat man es gefunden, so bildet man die Gleichung 

/•, = /;(3„ iT„ jt;, ..., jTf-))^«, 

und drückt mit Hilfe der drei Gleichungen 

i^i, i^2J JPa? i>4 als Funktionen von i?,, . . ., p^, q,, . . ., g^ 
aus. So geht es weiter. Die ganze Aufgabe läuft auf diese 
Integrationen hinaus. Hat man nämlich durch die angegebene 
Methode die Gleichungen 

/i = ^i > /i = ^i> • • • > fm-i = ^m-« 
gefunden, wo a^, a^, . . ., a^_2 willkürliche Konstanten sind, 
und jedes a^ in den Funktionen /J^^ , ..., /"^..j, aber in 
keiner der vorangehenden f^^ ..., ^- vorkommt, so drücke 
man mit Hilfe dieser Gleichungen und der vorgelegten partiellen 
Differentialgleichung ^4, p^^ * - -f Pm-i ^^ Funktionen von 
Pm y 9tiy ' ' j 9.m ^^^ ^^^ stelle die Gleichungen auf: 
d^Prn^^ dq^ ^ hp, 
dq, Mm' dq, öi?^* 

Sie haben zwei Integrale; das eine sei ip = Konst., und 
man bilde die Funktionen 

h^) ö;?, ^\p hp^ hxp 
' ög, Hm^Pm ^Pm Mm' 



m 
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Wenn ifj' eine Funktion von ip und von q^j q^, . . ., q^ ist: 

ip'=ip'{q,, ip), 
SO integriere man die Gleichung erster Ordnung: 

Wenn dagegen i/;' keine Funktion von ip und von 5,, 
5's > ' j '7 Qm ^ä*> 8^ '^^^ sicher ip" eine Funktion von 1//, ip' 
und den Größen 5^,, 5,, ..., g,„ sein: 

In diesem Falle suche man ein Integral der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 

d'ip „I ^ dip\ 

In diesen Gleichungen werden ^3 , g^ , . . . , g,„ als Kon- 
stanten angesehen. Das Integral dieser oder jener Gleichung 
sei lp^ = Konst, wobei i/'^ im ersten Falle eine Funktion von 

q^, ip, im zweiten von q^^ ip, — — bezeichnet, und man er- 

setze in der Funktion ip. im zweiten Falle -^ durch 0'. 

dq^ 

Alsdann bilde man wieder die Funktionen 

' 0^3 bqrft öp,„ bp„^ bq„, 

Entweder wird ip^ eine Funktion von ip^, q^^ q^, . . . , q^y^ 
sein, oder, wenn das nicht eintritt, sicher ip" eine Funktion 
von ip^, ipl, q^j q^j ..., q,^. Im ersten Falle suche man 
ein Integral der Gleichung 

im zweiten Falle eines der Gleichung 
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wobei in ip" für (p[ die Größe -z—^ gesetzt wird, und q^j q.y 

. . . , g^ sowohl in dieser als auch in jener Gleichung als Kon- 
stanten betrachtet werden. Ist das gesuchte Integral ip^ = Konst., 

und wird im zweiten Falle in i//j für -—-^ wieder ipl gesetzt, 

so leite man nunmehr aus ip^ in ähnlicher Weise die Funktion 
ip^ ab, aus ihr ip^ und so fort, zuletzt bilde man mit der ge- 
fundenen Funktion ip^^^ die Funktion 

^, ^ ^^m-3 I ^Pm^i ^^m~3 ^Pm-i ^^m^s ^ 
^'""' (iqm-i ^Qm ^Pm ^Pm ^^m 

Ist sie eine Funktion von ipm^^, ^m-a Qmi so suche man 
ein Integral der Gleichung 

Ist sie es nicht, so bilde man noch die Funktion 



= ^m-3' 



V^m-3 



^ ^m-3 , ^Pm-i ^^w^s ^Pm-i ^ K-3 



ö^/n-i ö^m ^Pm ^Pm Hm 

^m-3 ^^^^ ^^^^ ^^^^ Funktion von iptn-^^j ipm^i, ^m-\^ 
q^n sein. In ihr setze man ^' "^ für i/^^^_3 und suche ein 
Integral der Differentialgleichung zweiter Ordnung 






= V^m-3 » 



wobei man bei dieser wie bei jener Gleichung q^^^ als eine 
Konstante betrachtet. Das gesuchte Integral sei /"^„j = a^^^^ ; 

im zweiten Falle hat man noch für wieder ip^f^^^ ein- 

^9m-3 
zusetzen; %^_^ bedeutet eine willkürliche Konstante. Nach 
Auffindung der Funktion /*„,__, ist die ganze Aufgabe erledigt. 
Entnimmt man nämlich aus den Gleichungen 

und aus der vorgelegten partiellen Differentialgleichung die 
Ausdrücke von p,, ,.»<,2hn durch q^, ..., ^„j, so wird 

Pidq^ +P^dq^-\ b Pm^^Qm 
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ein vollständiges Differential und 

^ =S{PiHi +Ptdq^ H \-PnMm) 

ein Integral der vorgelegten partiellen Differentialgleichung^ 
das außer der additiven willkfirlichen Konstanten noch die 
m — 1 weiteren willkürlichen Konstanten a^, a^, ..., a^., 
enthält. 

Führt man eia System von gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen auf eine Gleichung in zwei Veränderlichen zurück, so 
werde die Ordnung des Systems nach der Ordnung dieser Difle- 
rentialgleichung geschätzt oder nach der Zahl der willkürlichen 
Konstanten, die ihre vollständige Integration mit sich bringt. 
Wenn nun die Hilfsdifferentialgleichungen alle bis zur höchsten 
Ordnung aufsteigen, die sie eiTcichen können, so ist nach der 

oben dargelegten Methode für Differentialgleichungen 

in zwei Veränderlichen jedesmal ein beliebiges Integral aufzu- 
suchen, und zwar für 

eine von (2 m — 2J-ter Ordnung, 
zwei » (2 m — 4)-ter » 
drei » (2 m — 6)-ter » 



m — 1 » 2-ter > 

Die Ordnung der Hilfsgleichungen fällt aber meistens viel 
niedriger aus. Deshalb wird man genauer so sagen: Für 
m — 1 Systeme, die nacheinander aufgestellt werden und be- 
züglich von (2m — 2)-ter, (2m — 4)-ter, . . . , 2-ter Ordnung 
sind, ist jedesmal ein beliebiges Integral zu suchen; außerdem 
sind für das einzelne System (2 m — 22)-ter Ordnung nach- 
einander i — 1 Hilfsgleichungen zu bilden , - die die Ordnung 
2m — 2i nicht überschreiten, meistens von viel niedrigerer 
Ordnung sind, und für die jedesmal ein Integral zu ermitteln 
ist. Die bisher bekannten Methoden forderten die vollständige 
Integration des Systems (2m — 2)-ter Ordnung, was nach 
Auffindung eines Integrals auf die vollständige Integration 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung [2m — 3) -ter Ordnung 
in zwei Veränderlichen hinauskommt. Die Analysten pflegten 
zu sagen, sie hätten eine Differentialgleichung integriert, wenn 
sie sie auf die Integration von Gleichungen niedrigerer Ordnung 
zui-ückgeführt hatten. In diesem Sinne ist jene Gleichung von 
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(2 m — 3)-ter Ordnung durch die von mir oben angegebenen 
Methoden allgemein integriert; denn sie ist auf Gleichungen 
(2m — 4)-ter Ordnung und niedrigerer Ordnungen^ zurück- 
geführt. 



Über den Beweis des Theorems lY in § 18, auf welches das Obige 
sich stützt. Über die Yertauschung der Differentialoperationen. 

§ 23. Es bleibt noch das Theorem IV zu beweisen, auf 
das die ganze obige Betrachtung sich stützt. Um diesen Beweis 
zu liefern, werde ich etwas weiter ausholen, s) 

Es sei f eine Funktion von n Veränderlichen x^y x^j . .. , a;„, 
und man schreibe die beiden Ausdrücke auf: 

in denen J[^ , A^, ... und J5^ , jB^ , ... beliebige gegebene 
Funktionen von x^, x^, ..., o;^ sind.'^f/") xmö. B{f) sind rein 
symbolische Bezeichnungen, sie bezeichnen die Ausdrücke, die 
nach gewissen mit der Funktion f vorgenommenen Operationen 
sich ergeben; ich werde diese Operationen die erste und die 
zweite nennen. Wir wollen den Ausdruck B{f) der ersten 
Operation, den Ausdruck Ä(f) der zweiten Operation unter- 
werfen und die daraus entstehenden Ausdrücke voneinander 
abziehen. Ich behaupte, daß der Ausdruck 

ÄiB{n)-BiÄ{n) 

die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f 
nicht enthält, sondern sich auf die Form 



reduziert. In dem entwickelten Ausdruck A{B{f)) ist nämlich 

r — r — mit AiB: multiplizicrt und r — r — , wenn i und k un- 
hx^bx^ ' * ^ bxi^xj^^ 

gleich sind, mit A^Bf^. -f- -4^-Bj. Da aber der andere Ausdruck 

aus diesem entsteht, indem man die A und die B vertauscht, 

wobei jene Koeffizienten sich nicht ändern, so ist klar, daß 
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aus der Differenz der beiden Ausdrücke jene Glieder überhaupt 
herausfallen. Es ergibt sich ferner in der gefundenen Gleichung 





A(B[f))- 


BiA{f)) = 


m 




1 allgemeine 


Glied 








Gi = 




■+A 


bBi 






* hx. 


■-B, 


bAi 


Allgemein 


werde gesetzt 








daß 


A^if] = 

A^if) : 

A^in : 


= Ä(A'{f)) , 


1 





ist; ebenso sei allgemein 

B'{f) = B(B'-^(f]), 
femer 

B^A'(f) = B^^{Ä'(f)), 

A^B^A'if) = A\B^ Ä'{f)) , 

so daß man z. B. den Ausdruck 

B'^'A^E/'A^f] 

erhält, indem man die Funktion f t-mal nacheinander der ersten 
Operation unterwirft, den entstehenden Ausdruck A^-mal nach- 
einander der zweiten Operation, den entstehenden Ausdruck 
wieder Z-mal nacheinander der ersten Operation, den ent- 
stehenden Ausdruck wieder m-mal nacheinander der zweiten 
Operation. Dies festgesetzt, wollen wir annehmen, daß der 
Ausdruck 

•da;. ""Ux, '" "bx^ 
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für jeden Wert von i identisch verschwindet. Dann wird, was 
auch die Funktion f sein mag, identisch 

ÄB{f) = BA{f) 

sein, d. h. die Reihenfolge der beiden Operationen darf um- 
gekehrt werden. Daraus läßt sich der allgemeine Satz ab- 
leiten, daß der Ausdruck 

derselbe bleibt, welches auch die Reihenfolge der 
Operationen sein mag. 

Um den vorstehenden allgemeinen Satz zu beweisen, be- 
merke ich, daß 

B^A{f) = B^-'BAif) = B^-'ABif) 
= ^-^BABif) = B^'-^AB^f) 
= B^-'BAB^f)= B^-'AB'lf) 



= BAB^-'{f) =AB^{f) 
ist. Daraus folgt 

B^A'if) = B^AA'-' (f) = AB^AA'-^f) 
= AAB^A'-^iß = A^B^AA'-^if) 
= A^AB^A'-'if) = A'B''AA''*(f) 



'=A''-'AB^[f) = A'B^if). 
Hieraus ergibt sich 
A^B^A*(f) = AU'B^{f) = A'-^^J^if) = B^A'-^^if), 
ßrnjlßkjii^f^ = B'^B^A^^^if) = B'^^^'A'^^if) = A'-^^B'^'^^if). 
Damit ist der zu beweisende Satz klargelegt. 

Die im vorigen Paragraphen gefundene Formel wird auf anderem 
Wege bestätigt. 

§ 24. Der gefundene Satz, wonach 

A(B{f]) = BiÄ{ß 

ist, wenn für alle Werte des Index C,- = ist, läßt sich 
durch folgende Betrachtungen bestätigen. Es seien aj^, a;, , . . . , % 
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Funktionen von zwei Veränderlichen t und w, die weder in /", 
noch in den A^, B^ explizite vorkommen. Wir wollen annehmen, 
daß diese Funktionen durch die Gleichungen 



(1) 



^ — R ^— R ^— R 

ÖM ~ " ÖM ~^»' ■■■' ÖM ~ » 



bestimmt werden. Damit diese Gleichungen stattfinden kOnnen, 
muß für jeden Wert von i 

sein. Es folgt aber aus (Ij: 



'f = Äif), 'l = Bif) 



und daraus 



^(iO „.,. ^(LO 



Diese Ausdrücke sind, da man die Differentiationen nach t 
und nach u vertauschen darf, einander gleich. Das ist aber 
das angegebene Theorem. 



Über die Anwendang der gefandenen Formel bei der Integration 
linearer partieller Differentialgleichungen. 

§ 25. Im obigen war f eine beliebige Funktion. Nehmen 
wir nunmehr an, / sei ein Integral der Gleichung 

d. h. , f sei eine Funktion von der Beschaffenheit, daß man 
identisch hat 

A[f] = 0. 

Sind nun wieder 5^, B^, ..., B^ Funktionen von 
^1? ^2> •••> ^n ^^^ so beschaffen, daß für jeden Wert 
von i identisch 
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— R ^— R ^ R ^^» 

ist, so folgt ans dem bewiesenen Satze, daß auch die 
Funktion 

oder allgemeiner B^lf) ein Integral der Gleichung (1) 
ist. Damit das der Fall sei, muB nämlich identisch 

AB'^if) = 

sein. Da aber die Größen C,- gleich Null sind, so wird identisch 

und dieser Ausdruck verschwindet identisch, da nach der Voraus- 
setzung der Ausdruck A{f) identisch verschwindet. 

Es kann vorkommen, daß der Ausdruck 5 (/") selbst identisch 
verschwindet oder einer Konstanten gleich wird. Wenn das 
aber nicht der Fall ist, so kann, wenn die B^, J9^, ..., Bf^ 
und irgend ein Integral cp =^ f der Gleichung (1) bekannt sind, 
ein zweites (p = B[f) abgeleitet werden, aus diesem, indem 
man an die Stelle des alten das neue Integral setzt, ein drittes 
cp = B*{f) und so fort. Da aber feststeht, daß die Gleichung (1) 
nicht mehr als n — 1 voneinander unabhängige Integrale be- 
sitzt, so haben wir den folgenden Satz: , 

Wenn für jeden Wert von i 

R^^J R^_ _ß^ 

ist, und man hat 

« = ^'^+^*^, + -+^^„=^(^)' 

also gibt es zwischen den Funktionen 

f,B{f), B*{f), ...,B^-^[f) 

eine oder mehrere Gleichungen, in die «^ , a:^, ..., x^^ 
nicht eingehen. 
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Anwendung des Obigen auf die Gleiclinngen des Yorliegenden 
Problems. Allgemeines Theorem ttber die Ansdrficke [(p, tp]. 

§ 26. Wir werden jetzt den A^, . . . , -4^ , B^J . . . , B^^ 
gewisse spezielle Werte beilegen, die bewirken, daß alle Aus- 
drücke C^ partielle Ableitungen einer und derselben Funktion 
werden. Wenn wir dann dartun, daß diese Funktion ver- 
schwindet, so verschwinden auch die G^ für alle Werte von i, 
was die geforderte Bedingung ist. Zu Anfang aber will ich 
einen allgemeineren Satz aufstellen. Ich setze zu dem Zweck 
n := 2 m und führe statt der unalbhängigen Veränderlichen 
x^^ a;,, ..., % das Doppelsystem von Veränderlichen ein: 

i^i, i>j) '", Pm- 
Ferner nehme ich an: 

Öf , Z« Ö/' ^ , T^ ^f 



m 



m 



Endlich sei: 

ÄB{f)-BÄ{n==C{f) 

— r^ ^^ -u n^ ^^ u- . -u ro ^f 



^ r» ^^ -4- r» '^^ -4 u o« ^^ 



m 



Dies festgesetzt wird 
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wobei dem k hinter dem Zeichen ^ die Werte 1, 2, . . ., m 
beizulegen sind. Damit nun die Ausdrücke hinter dem Zeichen J^ 
pai-tielle Ableitungen eines und desselben Ausdrucks werden, 
nehme ich an: 







^ ^Pk . ^<lk 

Daraus folgt: 

^ ^Qk " ^Pk ^Pk^Pi^n ^Qk ^Pi^Pk 


hcp hip 

_ ^Pk Ö^A: 


Durch Vertauächung von A und B, cp und xp ergibt sich: 


hcp 'bxp 
^,6^-» ^, bBi^_ bq^hpf, 

^.^qk ^"^Pk ^Pi ' 

mithin 

^0 k ^^^k^Pk ^Pk^W 





Vertauscht man p und q^ wobei sich zugleich Ä^ und — A\ 
B^ und — B^ vertauschen, so verwandelt sich Cj'^ in Q*. Die 
obige Formel liefert daher, wenn man p und q vertauscht, 

^y i h(p bip hcp bip) 

py _ k ^^^k^Pk ^Ffc^gfcl 

Ich werde im folgenden mit [/*, (p] den Ausdruck 

__ hf hcp ö/* ög) ö/" öf/) 

bezeichnen, so daß 



f.V/ "^^t -l*^ A\ A^. h\ t 'i'^is^iiigs«. 'Ä'«:^: iäa 
kf = f. ... 

h^yX ffjAtt dle»^ W^rrt>i ein. «o kommt 
\)\ti ohtn %tUxui\tut Formel 
^^^ii fi\t^) mhlittAieh in folgende fiber 
Man kann »le besser 8o schreiben 

IIA y^L 'A] + [[7^, '/^], n + C^, /•], 7^] = . 

wtul htii damit das 

Theorem V. 

Kn wurde allgemein, was für Funktionen auch E 
iitnl S von f/^J ..., q^, p^, . . ., p^ sein mögen, durch 
|/i!) N| (lor folgende Aasdruck bezeichnet 

I ^^ ^ &/i? ftg 6ig Ö6f hE bS 

_ ÖÄ hS _hE h8 _ _ bE hS 
bp^bq^ bp^bq^ '" bp^bq^' 
Hotxt mau dann 

lys V'l-^\ [>, ^]-ö>, [f. v] = 'P, 

HU Ul Ulontisch 

l>«* Ut t*iu »ehr wlohtlgos Theorem. 
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Ober das der Gleichang [/*, 9] = entsprechende System gewöhn- 
licher Differentialgleichnngen nnd die Auffindung eines dritten 
Integrals ans irgend zweien. 

§ 27. Wenn f eine gegebene Funktion ist, so wird 

[A 9] = 

eine partielle Differentialgleichung sein, der die Funktion r/) 
genügen muß. Es ist bekannt, daß man alle der Gleichung 

u - lA r/)j ^^^ ^^^ -1- ^^^ ^^^ -t- . . -t- ^^^^^^ 



öi>i ö^i öi?, ö^, ^PmH 



m 

genügenden Funktionen erhält, indem man die Integi'ale des 
folgenden Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen sucht: 

I dp^ : (^i?2 : . . . : djp^ : dq^\ dq^'."-: dq„^ 

(2) ! i^.!^. ...._!/:. _i^._V:..... ö/^. 

l ö^, ' 0^2 * " * hq^ ' bp^ * öi?2 ' ' bPm ' 

So oft nämlich (p = Konst. irgend ein Integral dieses 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen ist, wird cp eine 
der Gleichung (1) genügende Funktion sein. Es sei nun ip = 
Konst. irgend ein anderes Integral der Gleichungen (2). Dann 
wird identisch sein 

[f, 9] = 0, [f, ^] = o 

oder, wenn wir wieder die inu vorigen Paragraphen benutzten 
Bezeichnungen anwenden, 

^^ = 0, Ö> = 0. 

In diesem Falle geht aber die in Theorem V angegebene 
Identität über in 

[f,F]==0. 

Daraus folgt, daß auch 

F = [cp^ ifj] = Konst. 
ein Integral der Gleichungen (2) ist, und damit hat man das 

Ostwalds Klassiker. 156. 4 
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Theorem VI. 

#/ = KoBSt , = Konst. 
zwei beliebige Integrale der Gleichungen 

dp^idp^i'-idp^: dq,\ dq,:-": dq^ 

~ d^, ' dq^ ' ' bqn ' d/^, ' bp, * dp. 

Dann ist die Gleichung 
Komi. = ff jp = ' hTr- z h r-^ 5^ — 

dq^ bp^ bq,_ bp,^ bq^ bp^ 

bff bliJ bfp bUJ bff b0 

bp, bq, bp, bq,^ bp^ bq^ 

ein drittes Integral desselben Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen. *®) 



Erläuternde Bemerkungen über das im vorigen Paragraphen 
angegebene Theorem. 

§ 28. Im obigen kann es vorkommen, daß die Funktion 
^rp, ip] in eine konstante Größe oder allgemeiner in eine 
Funktion von (p und i// übergeht. In diesem Falle läßt sich 
aus den beiden gefundenen Integralen nicht mehr in der Weise, 
wie ich in dem vorstehenden Theorem angegeben habe, ein 
drittes herleiten. Ich bemerke jedoch, daß diese Fälle nur 
als Ausnahmefälle zu betrachten sind. Im allgemeinen müssen 
wir sagen, daß aus zwei Integralen der Gleichungen 

#4 • • • • • dPm 
ötr bU 

durch bloße Differentiationen ein drittes abgeleitet 
werden kann, aus diesem, indem man es mit den bei- 
den vorhandenen kombiniert, ein viertes und fünftes 
usw., so daß aus den beiden gegebenen Integralen 
durch bloße Ausführung partieller Differentiationen 
alle Integrale des vorgelegten Systems gewöhnlicher 



<lq^ -.dq^:- 


• : dq„^ : 


dp. 


WhU_ 


bU 


bU 


hp, ' hp^ ■ 


' ^Pni ' 


bq, 
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Differentialgleichungen abgeleitet werden. Wenn 
nämüch die 2 m — 1 Integrale der vorgelegten Gleichungen 

W, = «4 ? W, = «4 , . . . , Wjwi-l == «SW-l 

lauten, wobei a^, a^, ..., a^m^^ willkürliche Konstanten sind, 
die in die Funktionen w^, u^, ..., u^m^i ^^^^^ eingehen, so 
ist der allgemeine Ausdruck zweier Integrale: 

©K , ^2, . • • , «*27n-i) = Konst. , 
G,(u,, w,, ..., u^rn-i) = Konst. 

Wenn nun den Funktionen 3^3, nicht gewisse besondere 
Formen zugestanden werden, so wiid es immer so sein, daß 
sich aus diesen beiden Integralen 

= Konst. , ©^ = Konst. 

durch wiederholte Anwendung des in dem obigen Theorem 
angegebenen Verfahrens alle Integrale ergeben. £s lassen sich 
sogar immer auf unendlich viele Weisen zwei solche Integrale 
= Konst., ^^ = Konst. angeben, aus denen durch die an- 
gegebenen Operationen alle übrigen abgeleitet werden bönnen. 
Das ist von um so größerer Bedeutung, als das vorliegende 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen gerade so aussieht 
wie das System, dessen Integration die Bewegung einer Anzahl 
materieller Punkte liefert, die von irgendwelchen Anziehungs- 
oder Abstoßungskräften bewegt werden und außerdem irgend- 
welchen Bedingungen unterworfen sind. Ich bin zu den obigen 
Theoremen V und VI mit einer gewissen Notwendigkeit gelangt, 
sobald ich nachforschte, an welcher Eigentümlichkeit im Bau 
der Gleichungen (a) in § 11 es liegt, daß man ihnen allen 
durch eine und dieselbe Funktion genügen kann. Daß dies 
nämlich möglich sei, stand fest; es war zur Genüge bekannt, 
daß es eine Funktion V gibt, die der vorgelegten Gleichung 
genügt und m — 1 willkürliche Konstanten enthält; hiemach 
war also auch klar, daß sich außer der vorgelegten Gleichung 
m — 1 andere Gleichungen zwischen den Größen q^j . . . , q^, 
Pi^ •••» Pm finden lassen müssen, die ebenso viele willkürliche 
Konstanten enthalten. Hieraus wieder kann man schließen, 
daß es immer eine Funktion pi^^ gibt, die den sämtlichen 
Gleichungen (a) genügt, und daß sie eine willkürliche Kon- 
stante enthalten kann. Als ich nun aber bei der Erforschung 
der Bedingungen für die Möglichkeit einer solchen simultanen 
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Integration zu dem fundamentalen Theorem VI gelangt war^ 
habe ich dieses Theorem, offen gestanden, eine Zeitlang für 
eine vollkommene nene Entdeckung gehalten. Denn was kann 
man sich Wunderbareres und fast den Glauben Übersteigendes 
denken, als die aus ihm sich ergebende Folgerung, die wir 
bald kennen lernen werden, daß man bei allen mecha- 
nischen Problemen, bei denen die Erhaltung der 
lebendigen Kräfte gilt, im allgemeinen aus zwei 
außer jenem Prinzip gefundenen Integralen ohne 
jede weitere Integration alle übrigen finden kann? 
Wie sollte man dazu kommen, dieses Theorem für bekannt zu 
halten, da es in keinem Lehrbuch der Mechanik, in keinem 
Lehrbuch der Analysis, in dem die Integration der Differential- 
gleichungen behandelt wird, zu finden ist, während es doch 
überall als höchste Emingenschaft der Integralrechnung hervor- 
gehoben werden müßte. Trotzdem ist diese Entdeckung — 
ich möchte fast sagen, ohne Wissen des Entdeckers — vor 
neunundzwanzig*) Jahren von dem berühmten Poisson gemacht 
worden. ^^) Sie ist nämlich geradezu identisch mit einem Satze, 
der sich auf seine Störungsformeln bezieht, die die Differentiale 
der gestörten Elemente durch die partiellen Differentiale der 
Störungsfunktion nach den Elementen linear ausdrücken. Nach 
diesem Satze sind die bei den partiellen Differentialen der 
Störungsfunktion auftretenden Koeffizienten, für die von dem 
berühmten Manne dasselbe Bildungsgesetz wie das der Aus- 
drücke [rp , xfj] gefunden worden ist, von der Zeit t frei, d. h. 
Funktionen der Elemente allein. Der Satz wurde kaum für 
neu und bemerkenswert gehalten; denn die Lagra7igescliQn und 
Poissonsohen Störungsformeln sind die Umkehrungen vonein- 
ander, und Lagrange hatte bei seinen Formeln die Unabhängig- 
keit der Koeffizienten von der Zeit schon bewiesen, so daß 
die Sache bei den Poissonschen Formeln von selbst klar war, 
und die Mathematiker nichts besonders Wunderbares darin 
sahen. Man ging nämlich nur auf die Bildung der Differentiale 
der gestörten Elemente aus, und da man die Lagran^eschen 



*) Die zitiefte Abhandlung kam heraus im Dezember 1809; 
daraus ist zu Bchließen, daß die vorliegende Abhandlung gegen 
Ende des Jahres 18B8 geschrieben ist. Das stimmt auch damit 
zusammen, daß gewisse in dieser Abhandlung mitgeteilte Formeln 
in einer am 21. November 1838 der Berliner Akademie der Wissen- 
schaften mitgeteilten Note erwähnt werden. Vgl. Ende § 70. 

Ölebsch. 
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> 
Formeln zu diesem Zwecke für bequemer hielt, so wurden die 
Paisson^dhen Formeln und jener staunenswerte Satz nur des- 
halb gelegentlich zitiert, weil man die Schwierigkeit des Beweises 
merkwürdig fand. Keiner hat es, soviel ich weiß, unternommen, 
jenen Satz an und für sich zu untersuchen, ohne Rücksicht auf 
die Störungstheorie. Hätte dies jemand getan, so konnte es 
ihm nicht entgehen, wie große Bedeutung der Satz bei Be- 
handlung des ungestörten Problems hat, und daß er der 
wichtigste Satz der ganzen analytischen Mechanik ist, für den 
es in der ganzen Integralrechnung kein Analogen gibt. Der 
große Lagrange erwähnt in seiner analytischen Mechanik (Bd. II, 
Abschnitt VIII, Art. 6), daß in den Poissonschen Störungs- 
formeln die Koeffizienten der Diflferentiale der Störungsfunktion 
von der Zeit unabhängig sind, und fügt hinzu: »Aber der 
direkte Beweis dieser merkwürdigen Eigenschaft wird äußerst 
schwierig, wie man in der schönen Abhandlung PoissonB in 
Band VIII des Journal de T^cole polytechnique sehen kann, 
und vielleicht wäre niemals einer auf den Gedanken gekommen, 
danach zu suchen, wenn nicht vorher die Richtigkeit des 
Theorems festgestanden hätte. « ^^) Wir sehen, daß nicht einmal 
ein so großer Meister es geahnt hat, was eigentlich das Merk- 
würdige an dem Theorem ist. Wir haben hier ein ausge- 
zeichnetes Beispiel, wie wir, wenn die Probleme nicht in un- 
serem Geiste vorgebildet sind, unter Umständen die wichtigsten 
Entdeckungen, mögen sie uns auch direkt vor den Augen 
liegen, nicht sehen. Der berühmte Poisson hatte aus je zwei 
Integralen durch partielle Differentiationen die Koeffizienten 
der Formeln gebildet, durch die die Differentiale der gestörten 
Elemente ausgedrückt werden, und hatte gezeigt, daß sie von 
der Zeit unabhängig sind. Da aber die Mathematiker ihren 
Geist ganz auf die Störungsformeln gerichtet hatten, so wurde 
an dieser Entdeckung nur das als bemerkenswert angesehen, 
daß die Koeffizienten der Störungsformeln von der Zeit nicht 
abhängen, und man beachtete nicht die viel wunderbarere 
Tatsache, daß sich aus je zwei Integralen durch partielle 
Differentiationen ein dritter Ausdruck bilden läßt, der von der 
Zeit nicht abhängt. Und doch ist ein derartiger Ausdruck im 
allgemeinen ein drittes Integral. Man glaubte, der Satz bringe 
nichts über die Lagrange^ahen Entdeckungen Hinausgehendes; 
denn der Lagrange^che Satz, der als gleichwertig betrachtet 
wurde, hat bei dem ungestörten Problem keinen Nutzen, außer 
daß man, wie der Autor nach einer solchen Anwendung suchend 
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selbst angedeutet hat^ mit Hilfe des Satzes prüfen kann, ob 
die für die Koordinaten gefundenen Ausdrücke durch die Ele- 
mente und die Zeit richtig sind. Dagegen ist der Satz, zu 
dem der berühmte Poisson bei der direkten Aufsuchung der 
Differentiale der gestörten Elemente gelangte, bei der Er- 
mittelung der Integrale des ungestörten Problems von der 
größten Wichtigkeit. Man kann auf ihm als Fundament eine 
ganz neue Integrationstheorie der mechanischen Probleme er- 
richten, bei denen das Prinzip von der Erhaltung der leben- 
digen Kräfte gilt, und allgemeiner aller Probleme, die auf eine 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung zurückgeführt wer- 
den können, wozu, wie sich zeigen läßt, auch die allgemeinsten 
isoperimetrischen Probleme gehören. Fast die ganze hier 
vorliegende Abhandlung stützt sich auf jenes Fundament und 
beschäftigt sich hauptsächlich mit der Erforschung der Eigen- 
schaften der Ausdrücke [r/?, </;], die ein drittes Integral gebildet 
aus zwei vorhandenen oder die Koeffizienten der von Poisson 
angegebenen Störungsformeln liefern. Trotzdem glaube ich, 
daß sie noch länge nicht alles erschöpft, was aus dieser Quelle 
für die Integration der dynamischen Differentialgleichungen 
sich gewinnen läßt. Es wartet vielmehr noch sehr viel Wichtiges 
auf spätere Forschungen. 13) 

Da es in allen Fällen nützlich und auch nicht unelegant 
ist, aUe Sätze auf reine Identitäten zurückzuführen, so habe 
ich das Theorem VI als Folgerung aus der neuen und äußerst 
einfachen Identität abgeleitet, die ich in Theorem V angegeben 
habe, und die auch bei anderen Fragen von Nutzen sein kann. 
Wir kehren jetzt vi unserer Aufgabe zurück. 



Beweis des Theorems IT. 

§ 29. Aus Theorem VI wollen wir das zu beweisende 
Theorem IV ableiten, auf das sich unsere neue Methode zur 
Integration partieller Differentialgleichungen erster Ordnung in 
beliebig vielen Veränderlichen stützte. 

Das Theorem VI lehrt folgendes. Wenn identisch 



ist, so ist auch identisch 



[f, r/.] = 0, [f, x(,] = 
ach 
[f, [<P, V]] = o. 
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Daraus folgt durch Vertauschung von cp und f: Wenn 
identisch 

isty so ist auch identisch 

Wir wollen mit x, l zwei beliebige, voneinander verschie- 
dene unter den Zahlen 1 , 2 , . . . , i verstehen und annehmen, 
daß die Funktionen fj (p, ip von den Veränderlichen q^, ..., q^, 
p^y ...jPi nur die beiden q^, qx enthalten, und daß außerdem 
mit der Funktion cp noch das Glied — p^, mit der Funktion ip 
das Glied — p^ additiv verbunden sei, so daß 

i^ = i^ = ^ = -^ = 
bp^ hpx hpx hp^ ' 

b(p bip 

ist. Es wird somit 



(1) 

(2) 
ferner 

(3) 



_ö/;__ö^ Jl hrp hf 

ö^x ^Pi+i ^^t+i ^Pm ^^m ' 

^Qi+i^PUi Mm^Pm 



öl/; hcp bip bcp bi}f 



Setzt man diese Werte von 

[<Pi f], [</^, /*]. Vpy ^] 

ein, so lehrt das obige Theorem folgendes. Wenn r/) und ip 
solche Funktionen von q^, q^, q^^,, ..., q^^, p^^,, ..., ;>,^ 
bezeichnen, die der Gleichung 
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m 



genügen, dann wird, sobald F=f ein Integral der 
Gleichung 

ist, der Ausdruck 

ö/; __ jj/^ ^/; ^(// hf 

ein zweites Integral derselben Gleichung sein. Das 
ist das Theorem IV; man braucht nur statt (p und ip zu 
schreiben p^ und p)^ und 9) statt F, Damit ist das, was noch 
zu beweisen übrig war, bewiesen. 

Da das Obige auf der vierten Form der Integrabilitätsbedingangen 

beruht, wird jetzt, damit das Problem auf yerschiedene Weisen 

begründet wird, zu der ersten Form zurückgekehrt. 

§ 30. Ich will zu der auseinandergesetzten Integrations- 
methode noch Erläuterungen geben. 

Es sei /"= a, unter a eine Konstante verstanden, die vor- 
gelegte partielle Differentialgleichung. Durch die auseinander- 
gesetzte Methode sind Gleichungen ' 

gefunden worden, aus denen, mit der vorgelegten vereinigt, 
Pi) • • • > Pm *ls Funktionen von ö*! , . . . , ?^ zu bestimmen 
waren. Und zwar war 

f eine Funktion von p,, p^,p^, ..., Pm^Qn'-jQmy 

fi * * * «) «4JÄ»---7 PmjQiJ "'i^my 

fm^i » » » «j «i> «4, •••? «m-a» i^m» ?n •••> S'm- 
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Die Größen a^, a^, ..., (ifn^i sind willkürliche Konstanten, 
a ist eine gegebene Konstante, die man der Nnll gleichsetzen 
darf, die ich aber der Gleichförmigkeit halber beibehalte. 
Wurden anf Grund der Gleichungen 

/• = a, /; = a^ , . . . , Z;.^^ = a,,.^ 

Po Pi^ -n Pi d^i'ß^ i'i-n? i^i+s) 'j Pmj Ö'i» •••, 9m bestimmt, 
so genügte die Funktion /J den i Gleichungen (d) des § 17 
identisch und daher auch die auf Grund der Gleichung /^ = a,- 
durch |?,-^j, i?i+3, ..., Pfny 9'i) •••> 9m ausgedrückte Funktion 
p^^^ den i Gleichungen (a) des §11. Werden dagegen mit Hilfe 
der Gleichungen 

nicht p^, j?j, ..., p^ durch die übrigen Größen i?,+i, J5,+4, 
• ••) Pmy Ö'i > •••> ^w dargestellt, sondern wie es in Theorem I, 
§ 6, geschehen ist, von den i ersten unter den Größen ^^, 
•-n Pmy 9iJ •••) 9m J®^® durch die folgenden, so daß auf 
Grund von f=a das p^ durch p^j p^, . . . , auf Grund von 
f^ = a^ das p^ durch p^, p^, . . . , auf Grund von /", = a, 
das p^ durch j»4, i?5, ... ausgedrückt wird, dann sind die i 
Gleichungen (a), wie wir am Anfang dieser Abhandlung ge- 
sehen haben, gleichbedeutend mit den folgenden i Gleichungen: 

ö^i ^Pi ög, "" hp^ hqm 
^ }P±_ __ ^Pk ^PUi 1^ ^Pi±K 



w 



^9Ui ^9Ui^PUi ^9m ^Pm^ 

\ 

^9i ^Pi ^93 ^Pm ^9m 

^Pi _ ^Pi ^PUi ^ ^PUi 

ö 9i+ 1 ö q^^^ bpi^^ ö q^ hp^ ' 



+ 



Ö?i ^Fi+4 Ög,- + i Öi?^ Ög^y^ 

, ^Pi __ ^.Pt ^^t-l-l _^ ^t-M . 

ö^i+i <^?i+4<^Ä+« ^9m ^Pm 
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Das sind die in Theorem I angegebenen Gleichungen (a) : man 
hat nur in jenem Theorem zu setzen äj == t + 1 und für i 
snkzessiv die Zahlen 1, 2, ..., t zu schreiben. Aus diesen 
Gleichungen (a) sind oben die Gleichungen (a) abgeleitet worden. 



Nach Einführung der Funktionen /; die bei der Losung des Problems 
einzeln gleich Konstanten gesetzt werden, läßt sich den oben an- 
geführten Gleichungen die gemeinsame Form [/;, fj^ » geben. 

§ 31. Multiplizieren wir die vorstehenden Gleichungen mit 

^fi ^f }fi_^A ... MJAzi 
bpi^, bp^ ' hpi^^ öi?,' ' öi?,-^, bpi 

und führen in sie nur die partiellen Ableitungen der Funktionen 
fi fi) "M fi ®^^) ^ÄS °^i* BiUe der Gleichungen 

möglich ist. Dann nehmen die obigen Gleichungen folgende 
Gestalt an: 

^Pi Hl ^P^ ö^i ^Pm ^^m 

_JLM ^JLlfL^ 

ö^i+i ^Pi+i Hm ^Pm^ 

^P± ^?i . ^Pz 0^3 }iPm bqm 
(a') { _1A_M ö/^M_, 

^Pi ^Qi ^Pui^Qi^i ^Pm ^^m 

_öj^_M Mi-i Mi 

^ft+i ^Pi+x ^Qm ^Pm 

Da die Funktionen fj^ die Größen p^, p^y *"i Pk ^^^^* 
enthalten, so kann man diese Gleichungen alle auf ^eselbe 
Form bringen, nämlich die folgende: 



(a") 
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bq^ hp^ hq^ hp^ bq^ hp^' 

hp^ hq^ hp^ hq^ hp^ bq^ 



bq, bp, bq^ bp^ bq^ bp„ 



bp^ bq^ bp^ bq^ bp^ bq^ 

_ö^öi^_ö^M ^fi'i ^fi 

ö^i ^Pi ö?i ^Pt ^^m ^Pm 

Die Glieder nämlich, die hinzuzufügen waren, damit alle 
Gleichungen dieselbe Form erhielten, verschwinden von selbst. 
Auf Grund der oben angegebenen Bezeichnungsweise lassen 
sich die vorstehenden Gleichungen so darstellen: 

(a'") = [/;, r] , = [/.,/;],..., = [/;., /;.,] . 

Betrachten wir eine von diesen Gleichungen, 

0=[fi, fkl, 
wo k irgend eine der Zahlen 0, 1, ..., i — 1 bezeichnet. 
Wenn n eine von den Zahlen 0, 1, . . ., i — 1 bedeutet, so 
wird eine der Funktionen /)., fj^. oder jede die Konstante a^ 
enthalten. Setzen wir an Stelle von % die damit gleiche 
Funktion /Jj, so geht der Ausdruck [f^, 4] in den folgenden 
über: 

da der noch hinzutretende Ausdruck 

von selbst verschwindet. Nun folgt aber aus den Gleichungen (a'") 
und aus den Gleichungsystemen; die (a") vorangehen, d. h. zu 
kleineren Werten von i gehören, 

[/■», /*] = 0, {fi,f„]'=0. 
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Wir sehen hieraus, daß die Gleichung 

[/;, fk] = 

dieselbe Form behält, wenn man bei der Bildung der partiellen 
Ableitungen der Funktionen /J, fj. statt einer Konstanten a^, 
die in den Funktionen vorkommt, die ihr gleiche Funktion f^ 
einsetzt. Wenn n eine der Zahlen A;, Ä+l, ..., i — 1 ist, 
so enthält die eine Funktion f^ die Konstante a^ nicht; in 

diesem Falle ist also bei dem obigen Beweise zu setzen r— ^ = 0, 

ö/V. ^^»» 

d. h. die mit r-^ multiplizierten Glieder sind fortzulassen. 

In genau derselben Weise läßt sich zeigen, daß die Gleichung 

ungeändert bleibt, wenn man in einer der Funktionen /J-, /j^ 
das a^ beibehält, in der andern aber an seine Stelle f^ setzt. 

Verfährt man ebenso mit den übrigen Konstanten, die in 
/t> fk vorkommen, so leitet man folgenden allgemeinen Satz ab: 
Die Gleichungen 

[fi, 4] = 
gelten noch, wenn man in einer der Funktionen /J, /jj. 
oder in beiden vor Ausführung der partiellen Differen- 
tiationen eine oder mehrere oder alle willkürlichen 
Konstanten, die darin auftreten, durch die ihnen 
gleichen Funktionen ersetzt, oder allgemeiner sie 
gelten noch, welche Umgestaltungen auch die Funk- 
tionen /^, /)fc mitHilfe der Gleichungen /*=a, /^ =0^, ..., 
/'^_^ = a^_^ erfahren, bevor man die partiellen Diffe- 
rentiationen vornimmt. 

Dieser Satz hätte auch aus Theorem II in § 12 abgeleitet 
werden können. 

Ans der angegebenen Form werden die Oleichnngen [Ei, Hj^ = 
in § 14 aufs neue gewonnen. Das System gewöhnlicher Differential- 
gleichnngen, dessen Integrale die Gleichungen H« = Konst. sind. 

§ 32. Werden in den Gleichungen 

f = a, /i = ö|, . . . , fm-i ^^ ^m—\ 
aus jeder Funktion /^ mit Hilfe der Gleichungen 
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die Konstanten a, a^, . . ., a,-.,, die f^ enthält, eliminiert, und 
wird die so entstehende Funktion H^ genannt, so erhalten wir 
die Gleichungen ^ 

H = üj H^ = a^, , , .j H^^^ = a^«,, 

in denen die H^ Funktionen von j?^, - - -j Pmy ^\j •••? Qm 
ohne willkürliche Konstanten sind. Für diese Funktionen müssen 
aber die Gleichungen 

Identitäten sein, da der Ausdruck links keine willkürliche 
Konstante enthält. Diese Gleichungen habe ich oben in § 14 
schon angegeben, wobei fi^, h^ statt -H^^^, a,_^ geschrieben 
wurden. Unter Benutzung der Funktionen H läßt sich der 
obige Satz so aussprechen: Es gelten die Gleichungen 

[Ei, Ek] = 0, 

welche von den Veränderlichen ^^ , j?,, . . . man auch 
vor Ausführung der partiellen Differentiationen aus 
den Funktionen fi^-, Hf^ mit Hilfe der Gleichungen 

H = ttj H^ = a^y . . ., H^^^ = a^_^ 

eliminiert haben mag, oder welcjie Umgestaltungen 
auch mit Hilfe dieser Gleichungen die Funktionen 
H^y Hj^ erfahren haben mögen. 
Aus den Gleichungen 

[E, fl,] = 0, [E, H,] = 0, . . ., [E, E^_,] = 

folgt, daß die Gleichungen 

H= a^ H^ = a^j . . ., JJ^., = a^_^ 

m Integrale des folgenden Systems gewöhnlicher Differential- 
gleichungen sind: 



i<l, idq^:- 


• • : d^m '• 


dp^: 


dp^:---\ 


dPm 


bE bE 


bE 


bE 


bE 


bE 


ö|>, ■ öi), ■ ■ 


'^Pm' 


bq,- 


bq,- ••• 


^1m 



Dabei ist H dieselbe Funktion, die ich oben f genannt habe. 
Es können auch die Gleichungen 
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die mit jenen Gleichungen gleichbedeutend sind, als ein System 
von m Integralgleichungen des obigen Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen betrachtet werden. Da dieses System 
aber 2m — 1 Integrale besitzt, so bleiben noch die m — 1 
übrigen zu ermitteln. Zu diesem Zweck bemerke ich folgendes. 



Die übrigen Integrale des angegebenen Systems g6wi)hnUcher 
Differentialgleichungen werden ermittelt. 

§ 33. Die Gleichungen 

/• = a, /"j = «j , . . . , /*^_^ = a^_4 

oder die Gleichungen 

H= üy H^ = a^, . . ., F^_i = a^^^ 

sind so gebildet, daß, nachdem man mit ihrer Hilfe p^^ , . . , p^^ 
durch qj^j . .., q^ ausgedrückt hat, der Ausdruck 

Pi Hi +i?t^3f H )rPmdqm 

ein vollständiges Differential wird. Die Werte der ^^ , . . . , p^ 
enthalten außer den Veränderlichen g^ , . . . , q^ noch die 
Konstante a und die willkürlichen Konstanten a^, . . ., a^_j. 
Differenzieren wir nach einer von ihnen, etwa nach a^, den 
Ausdruck 

p,dq, ^p^dq^A hPm^<lmi 

so ergibt sich der Ausdruck 



der ebenfalls ein vollständiges Differential sein muß. Aus der 
Gleichung /*= a, die die vorgelegte partielle Differentialgleichung 
ist, folgt nun aber durch Differentiation nach a^\ 

IL^^K.^^ I ^f ^Pm ^ Q ^ 

hpj^ ba^ bp^ öa,' öj?^ ba^ 

Daraus können wir mit Hilfe der vorliegenden gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

* * ^Pi ^Pt ^Pm 
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die Gleichung ableiten 

in der der Ausdruck links ein vollständiges Differential ist. 
Integriert man es und setzt für a,- die Werte ö^u ö^, . . ., <*/?»- ij 
so ergeben sich die gesuchten m — 1 neuen Integrale: 



/! 



|?,,,,+|a.,, + ...+|^„„l = ,„ 



/! 



**-<'?. + .-v^.i?. + ■•■ + i^*«»l = 



öa^_4 * öa^.4 * öa^ 



'TW— l 



In ihnen sind 6^, 6^, .. ., ft^_^ neue willkürliche Konstanten. 
Das System gewöhnlicher Differentialgleichungen ist so ge- 
schrieben, daß die Differentiale der Verändeidichen gegebenen 
Größen proportional sind. Man denke sich ein Hilfsdifferential dt^ 
mit dessen Hilfe die proportionalen Größen einander gleich 
werden- Dann wird das vorgelegte System 

dt öi?/ dt öp^' '"' dt ^p^' 

dt bq^ ' dt hq^' '"' dt hq^^' 



Es wird hiernach 



-^dq, + —dq, + ..-+-^U^^ 



\ö^j ba hp^ ha hp^ öa / 

Differenziert man aber die Gleichung f=s:a nach a, so 
ergibt sich: 

K^ii+K^li^ L_^^ = i 

hp^ öa öjPj da "^ ö^?^ öa 
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Daher gebt die rorige Gleichung fiber m 

WO die linke Seite ein Tolbtändiges Differentiai ist. Wir sehen 
hieraus, daß es, nm die Hilfsgröße / dnrch bloße Qnadratnren 
zu erhalten, nicht nötig ist, alle Größen /?,,...» i?/», 9i , ... , qtn 
dnrch eine von ihnen anszndrfieken nnd dann ans einer der 
vorgelegten Differentialgleichnngen, z. B. ans der Gleichung 

den Wert t durch eine Quadratur zu ermitteln. Man erhält 
vielmehr, nachdem Pi, p^, . . ., p,„ mit Hilfe der Gleichungen 
/•= a, U = a^, . . ., /w-, = öm-i durch q^, q^, . . ., q,„ 
ausgedrückt sind, t durch die Gleichung 

wo b eine neue willkürliche Konstante ist. ^^1 



Über das Obige wird ein Theorem aufgestellt. Nach Bezeichnung 

der vorhin gesuchten Integrale mit fi' = fr, oder jS/ = bi werden 

die Werte der Ausdrücke [fli, Hu'], [Ei', Hu'] ermittelt. 

§ 34. V sei ein Integral der vorgelegten partiellen 
Differentialgleichung 

fi^ij ' ••> Qmj Pii • • M Pm) = «» 
wie es durch die Gleichung 

gefunden wird, in der p^, p^, ..., ^^ mit Hilfe der 
Gleichungen /"= a, f^ = a^, ..., fm-i = ^m durch g^, g^, 
..., Q'^ ausgedrückt sind. Dann lassen sich die Inte- 
grale der gewöhnlichen Differentialgleichungen 

dq, ^^ hf_ dq^^ ^ . , . ^ = M- 

d~f ö^/ ~'dt öi^j' * ' dt hp^^ ^ 

^Py^ _^ ^ = _ -^ ... ^ = ^ 

c?^ ö^, ^ dt hq^^ "^ dt bq^ 
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in folgender Weise darstellen: 

hV _ hV_ hV _ hV __ 






wobei a, a^, .. ., a^n-iy ^i^n * -n ^m-\ ^w willkürliehe 
Konstanten sind. Damit ist die Integration erledigt. 

Das vorstehende äußerst wichtige Theorem, das ich schon 
früher bewiesen hatte, ist eine Erweiterung eines andern, Ton 
Hamilton gefundenen Theorems, wodurch er zum ersten Male 
die gewöhnlichen Diflferentialgleichungen der Dynamik auf die 
partiellen Differentialgleichungen zurückführte. Er wandte aber 
zwei partielle Differentialgleichungen auf emmal an, wodurch 
das Problem unnötig verwickelt wurde. Auch war zu damaliger 
Zeit die Integration einer partiellen Differentialgleichung f = a 
ein viel schwierigeres Problem und verlangte viel mehr Inte- 
grationen als die Integration eines Systems gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen 

dt hpi' dt bqi' 

wie es die dynamischen Differentialgleichungen sind. Aus 
diesem Grunde mußte man damals glauben, er habe vielmehr 
die Integration der partiellen Differentialgleichungen gefördert 
als die der dynamischen. Ich will aber das Verdienst des 
berühmten Mannes nicht verkleinern. Denn es ist etwas Großes, 
wie in jeder Wissenschaft, so auch in der mathematischen Ana- 
lysis, wenn zwischen Dingen, die durch kein Band verknüpft zu 
sein schienen, eine Verbindung aufgedeckt wird.^^j 

Wir wollen mit i eine beliebige von den Zahlen 0, 1, . . ., 
m — 1 bezeichnen und 

setzen. Oben (§ 32), wurde angenommen, daß aus der 
Funktion /J_^ die Funktion jS^,.^ entsteht, wenn man in jener 
für die Konstanten a, a^, ..., a,-_2, die sie enthält, die 
Funktionen H, H^, . . ., Hi_^ einsetzt. Ebenso wollen wir jetzt 
annehmen, daß aus den Funktionen f'i_^ die Funktionen Hi_^ 
entstehen, wenn man für die Konstanten a, a^, . .., a^^^, 

Ostwalds Klassiker. 156. 5 
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die in jenen auftreten, bezüglich -ET, H^J ..., R^_^ setzt. 
Eß sind somit anch H[, H^j ..., ^T^^, Funktionen von 
^t > • • • j ^m) Pii • • • > Pm aWeiii ^^^^ enthalten nicht mehr die 
Konstanten a, a^, , , ., a^_^. Bezeichneten $, k zwei beliebige 
unter den Zahlen 0, 1, . . ., m — 1, so war identisch 

[s;, H,] = 0. 

Wir wollen jetzt den Wert der Ausdrücke [J3,., Hf^'] ermitteln. 
Zunächst bemerke ich, daß in jenem Ausdruck für Hj/ die 
Funktion /Jj.' gesetzt werden darf, aus der Hj^' erhalten wird, 
indem man a, a^ , . . . , a^_^ durch die Funktionen H^ H^^ . . . , 
^m^\ ersetzt. Wenn wir nämlich diese Substitution ausführen, 

nachdem die Ausdrücke [Ä, 4'], -^, ^, ••., j— ^ ge- 

bildet sind, so wird, wie aus dem Bildungsgesetz des Ausdrucks 
[5,-, H^'] leicht folgt, identisch 

[H., Hu'] = [fi,, 4'] + ^^ [F„ ^] + ^ W, ^J + • • • 

Daraus ergibt sich, weil die Ausdrücke 

[^ü ^]» [^j -^il» •••) [^.» ^W-i] 
identisch verschwinden, und außerdem die Funktion f^ nur 
?i» •••» ?w? «> «4> •••> ö^m.^ enthält, 

Man hat also 

falls in der Funktion H^, um deren partielle Ableitung nach 
aj^ zu bilden, die Veränderlichen p^, . . . , i?^ durch die Werte 
ersetzt werden, die man aus den Gleichungen 

H= a, 5^ = 0^, . . ., H^^^ = a^.4 
erhält. Es wird somit identisch [fi,-, H^'] = sein, so 
oft iundÄ verschieden sind, und = — 1, wenn « = Ä;iBt. 
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Was die Werte der Ausdrücke [H/, Hf/] anbetrifft, so 
bemerke ich zunächst, daß man durch dieselben Betrachtungen, 
wie wir sie oben benutzt haben, 



[H/, fl,'] = [fl;', 4'] + ^', 



erhält, und daß diese Gleichung eine Identität wird, wenn man 
nach Bildung des Ausdrucks 

für a, a^.j , . ., a^_^ wieder die Funktionen ^, JSj , . . . , i^_, 
einsetzt. Wenn wir dies am Schluß der durch unsere Symbole 
angedeuteten Operationen machen, so wird identisch 

[s/, fk'] = [/;•', 4'] + ^ [H, fk] + If W . fk] + • • • 

Oben haben wir nun gesehen, daß [H^ , /Jn.'] = wird, so 
oft i und k verschieden sind, und = — 1, wenn i=^k ist. 
Der Ausdruck [/j', /jj.'] aber reduziert sich auf Null, da weder 
fi^ noch f^ die Größen i?i, i?^, . . ., Pm enthält. Es ergibt 
sich also 

Die für die Differentialgleichungen 

dt öi?/ dt hp^' '"^ dt bi?^' 

^— — -^ ^ = __^ ... ^___¥ 
<^^ ög^ ' c^^ ö^'j ' ^ dt hq^ 

gefundenen 2m Integrale 

f=H=aj H^^= a^^ fi, = ä^ , . , . , F^..^ = a^_^ , 
fi"' = 6 + ^, Hl=b^, Hi = \^ . . . , IT^.^ = 5^_i , 

sind also so beschaffen, daß, wenn man i und k die 
Werte 1, 2, . . ., m beilegt, identisch 

[Hi, Hk\ = 0, [Hi', H^'] == 

5* 
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wird, ferner für voneinander verscliiedene t, k 

und endlich 

[Hi,.Hi']=-l. 

Das sind für nnsere Theorie grundlegende Sätze. ^®) 

Über die Umformung der obigen Formeln, die erforderlieh ist, 
wenn die Funktion f die Hilfsveränderliche t enthält. 

§ 35. Wir haben Torausgesetzt, daß in dem vorgelegten 

System 

^ ^ dt bpi' ~dt hQi 

die Funktion f nur g^ , . . . , qmi Pm • • • > Pm > *^®r nicht die 
Größe t enthalte. Der Fall, daß f auch t enthält, läßt sich 
aber leicht auf den früheren zurückführen. Denn angenommen, 
es komme in dem Obigen zu den Veränderlichen q^J g, , . . . , 
q^ noch die Veränderliche t hinzu, so muß man, wenn 

hV 

ist, schreiben 

(2) dV= udt+p^dq^ +p^dq^ H [-Pm^Qm- 

Man ersetze überdies in der vorgelegten partiellen Differential- 
gleichung f durch u + fy so daß sie lautet: 

(3) u + f=a oder ^=^f+a% 

wo die Funktion f zwar ^, aber nicht u enthält. Nach Ein- 
führung dieser Änderungen geben unsere Formeln von selbst 
den Fall, wo f die Größe t enthält. Da nämlich 

ht bt ' 

h{u+n_hf 



Hu + f) 


= 1, 


i{u + f) 


^f 


H 


-d?,' 



hpi bpi 

*) Die Konstante a darf man in der ganzen folgenden Unter- 
suchung auch gleich Null setzen. 
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ist, so werden die gewöhnlichen Differentialgleichungen, deren 
Integration, wie wir in §§ 32, 33 sahen, von der Integration 
der angebenen partiellen Differentialgleichung abhängt, folgende: 

dt : dq^ : dq^ : • • • : dq^^ : du : dp^^ : dp^ : • • • : dp^ 

'öp/öi?/ '^Pm' ör hq,' bq^' *• hq^' 

Das sind gerade die Gleichungen (1), wozu noch, wenn 
man will, die Gleichung 

(4) ^^^K 
^^ dt ht 

hinzutritt. Es seien außer der vorgelegten Gleichung U'\- f= a 

(5) fi = o>ii fi= ^ii ":^ fm= ^m 

die nach der oben von mir auseinandergesetzten Methode zu 
ermittelnden Integrale der Gleichungen (1). Aus ihnen be- 
stimmen sich w,/?4,i?j, '»'iPm so dui'ch ^ g^^, g,, ..., q^i ^^ 

udt +p, dq, +p^dq^ H hi>w^^m 

ein integrabler Ausdruck wird. Die Anzahl der Gleichungen (6) 
ist um eine Einheit größer als bei den früheren Fragen, da 
zu den unabhängigen Veränderlichen g, , q^, . . . , q^ die neue 
Veränderliche t hinzugekommen ist. Nach der vorgeschriebenen 
Regel wird f^ = a^ ein beliebiges Integral der Gleichungen (1) 
sein; da in ihnen weder u, noch die Konstante a vorkommt, 
so wird auch f^ weder u noch a enthalten, und dasselbe wird 
von den Funktionen /", , ^3 , . . . , f^ gelten. /J wird eine Funktion 
voni),., Pi^^, ..., p^, t, g,, ..., q^, a,, a,, ...,a,-.4 sein. 
Wenn wir in /", für a^ wieder f^ einsetzen, so entstehe /*, = JB, ; 
wenn wir in /g für a^, a^ wieder f^^ H^ einsetzen, entstehe 
/j = H,; usw. Dann wird allgemein H^ eine Funktion von 
i^i? "*) Pmi ^ ^{1 •••? ^mi ^^^ ^on willktliiichen Eonstanten 
frei ist und mit Hilfe der Gleichungen f^ = a^, ..., /i__i = a,_4 
gleich fi wird. An Stelle der Gleichungen (5) können daher 
auch die folgenden angewandt werden: 

(6) H^ = a^^ H^==a^^ .,,^ n^ = a^^ 

die ebenfalls Integrale der Gleichungen (1) sind. Hat man die 
Gleichungen (5) gefunden und mit ihrer Hilfe f^ Pi, p^y "-yPm 



(7) 
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durch die Größen t, q^J ..., g^, a^, ..., a^ ausgedrückt, so 
erhält man nach § 34 die übrigen Integrale der Gleichungen (1): 






«7» ^ i oa^ öa^ öa^ da^ ) 






Dabei bezeichnen h^,h^^ ,,.^h^ neue willkürliche Konstanten. 
Die Gleichung, die nach § 34 noch hinzugefügt werden 
kann, 

da 

wird hier rein identisch. Da nämlich die Ausdrücke von /, 
P\T P%t • • • j Pm ^^ Konstante a nicht enthalten und u = a — f 
ist, so erhalten wir durch Differentiation von (2) nach a und 
durch Integration 



da J ' 



was von selbst die obige Gleichung liefert. 

öF ÖF W 

Wir wollen in den Funktionen r — , r — , •••, r — für 

öa/ da,' oa^^ 

a^ , a, , . . . , a^ die Funktionen fl"^ , Ä, , . . . , -BT^ setzen und 

die dadurch entstehenden Funktionen wieder H/, fij, .. ., J2jJ^ 

nennen. Dann werden ftlr diese Funktionen wie oben die 

Gleichungen gelten 

[Hi, flfc] = 0, [Ei, flfc'] = 0, [fl,.', flit'] = 0, 
[H,, fl..'] 1, 

wenn wir durch das Symbol [cp , xjj] immer den Ausdruck 
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bezeichnen. Obwohl nämlich in dem Fall, den wir hier be- 
trachten, zu den Veränderlichen 

5'i, 9'»? --M Qmi Pii Ptj •••? Pm 

noch die Veränderlichen 

ty u 

hinzutreten, wonach es scheinen könnte, als müßten in den 
obigen Gleichungen noch Glieder hinzukommen, die von der 
Differentiation nach diesen Veränderlichen henUhren, so ist es 
dennoch nicht nötig, daß wir bei der Bildung der Ausdrücke 

auf die Veränderlichen t Rücksicht nehmen, die in den Funk- 
tionen J7,, H/ steckt, und daß wir auch nach ihr partielle 
Differentiationen ausführen. Denn da die Funktionen ^, H/ 
das u nicht enthalten, so verschwinden die Glieder, die hinzu- 
zufügen wären. 





ht öw bt 


bu 




hH^ bHj^ bSf^ 


iE, 




bt bu bt 


bu 




bHj bH^ bH^ 


bHi' 




bt bu bt 


du 


Setzt man 







u + f=H, 

80 treten nar bei den AnsdiUcken 

[H, Ei] , [E, E/] 

Glieder hinzu, die von der Differentiation nach t, u herrühren. 
Man hat nämlich, da f das u nicht enthält, 

bu ' 

so daß also die hiuznznfflgenden Glieder folgende Werte er- 
halten.: 

b.E bEj bEj bE^ bEj 

bt bu bt bu~ bt ' 

bEbEj' bEi'bE_ bEj' 

bt bu bt bu bt 
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TT er _ ^'IL -_. - ^- _ '^ __ r, 
'*'- ir ' * '- ir 

7/. //- _ .^^"'_ ^ '.; ^/ _*lii_ =0. 
•1 - - • - j r 

rr>*rH#> Fom(ii>tn l;irf:*«>ti rli'ii an^^k ti^iraiLi ao Leiten . d:i£ die 

/f^ ^= Kotwt. , H^' = Kaust. 
Int^^ale der vr,v^rlr:!orj:ii lr,nrtT^nri3L.'^.*tiiih:ni^*^ 

dt ~ ,:p^ ' 'dt ~ b i, 
%\x\d, E% wird nämlirh, wenn man diese Gleichungot beaebteL 

rf< ' dt 

«ein, WM die obigen Formeln Hefert. Setzen wir, dk Analogie 
d«r ao^ew>ndtf;n Bezeiehnnn^weise wahrend, 

ÄO bleiben die Oleichnngen 

da die Fanktionen 7/'^ 77, , 77,' das u nicht enthalten nnd daher 
die hinzaKufflgenden Ansdrücke verschwinden. Was den Ans- 
dmck 77, 77'J anbetrifft, so bemerke ich, daß er verschwindet, 
weil 77' keine der Veränderlichen 

Qu Qti " ' 1 Qmi Pii Pi'i ""I Vm j 

sondern nur t enthält. 



Anwendttng auf die dynamischen Gleichungen, die in der 
Lagrangeschen Form zugrunde gelegt werden. 

§ BO. Daß die Differentialgleichungen der Dynamik in 
allmi Fällen, wo das Prinzip der kleinsten Aktion oder das 
Prinaslp von der Erhaltung der lebendigen Kräfte Gültigkeit 
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hat, sich auf die Form der angegebenen gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen 

dt öjp,. ' dt hq^ 

bringen lassen, hat, soviel ich weiß, zuerst Hamilton gelehrt.^') 
Ich will zunächst die allgemeinen dynamischen Formeln von 
Lagrcmge herstellen und dann aus ihnen die angegebenen 
Formeln ableiten. 

Vorgelegt seien n Massenpunkte m^ , m^y ..., m^. x^, ^,-, z^ 
seien die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes mit der 
Masse w,-, und dieser Punkt werde in den Richtungen der 
Koordinatenachsen durch die Kräfte X,., Yj-, Z^ angetrieben. 
Die mechanischen Probleme, die wir hier betrachten, und fttr 
die die angegebenen Prinzipe gelten, werden dann diejenigen 
sein, bei denen der Ausdruck 

2J m,{XidXi + Y.dy^ + Z^dx^) , 

erstreckt über aUe n Körper, ein vollständiges Differential ist. 
Wird dessen Integral U genannt, so sind die dynamischen 
Differentialgleichungen in der folgenden symbolischen Gleichung 
enthalten: 

die für alle virtuellen Variationen dx^, öy^j dx^ erfüllt sein 
muß, d. h. fttr aUe Variationen, welche die den n materiellen 
Punkten auferlegten Bedingungen nicht stören. Das hat seiner- 
zeit Lagrange gelehrt, indem er das Prinzip von d^Älembert 
mit dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten verband.^®) 
Setzt man nun aber 



^^i _ ^ ' ^2/i _ ,, / ^«1 



yi'y ^' = ^( 



• > 



dt " dt "*' dt 
80 wird jene symbolische Gleichnng 

-^m,«dx,.' + y/d2/,.'+«.'d<) = du. 
Setzt man die lebendige Kraft 

^^miixi'x- 4- y/Vi + «) = T, 
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so läßt sich die Gleichung auch so schreiben: 

Wir wollen noch U -{- Ts=R einführen und diese Gleichnng 
so fassen: 

Das dürfen wir, weil ü die Größen a;/, ^/, x^ überhaupt nicht 
enthält. Drücken wir nun die 3w Größen x,-, ^^, Xi durch m 
andere Größen q^^ g',, ...., q^ aus, und sei wieder 

^' dt 

Dann läßt sich leicht zeigen, daß, wenn anch R dnrch q^, ..., q^y 
q[, ..., q'ffi, ausgedrückt ist, 

ibR , . ÖÄ . . bR 



(1) 






= H^<'?. + B<^?»+---+ö^^?m 



wird. Man hat nämlich 



_l_ v/— -^ -I- — -^ 






Da ferner 



'-f\hxibq^'^by/bq^'^bx/hqj ^^ 









<=S^, + E^«'.+ ; + ,^»i, 
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ist, so wird sein 

r-iy = — ^ und ähnlich r^ === ^ ^ = r^ j 
^^k ^<lk ^Qk Hk ^^k ^2k 

woraus sich ergibt 

-r '^ ^^k ^Vi Mk ö V Mkl ' 

mithin 

was zu beweisen war. Wh' haben also, wenn R durch die 
neuen Größen qj^, qj^ ausgedrückt ist, die Gleichung 



Ist (Tt die Anzahl der Bedingungsgleichungen, denen die Zn 
Koordinaten genügen müssen, so muß m entweder gleich 3w — 7t 
oder größer als 3w — tc werden. Wenn m = 3w — 7t + v 
ist, wo V eine positive Zahl bezeichnet, so hat man zwischen 
den Größen g^j, <?,, ..., qm i^och v Bedingungsgleichungen, 
woraus ebensoviele Bedingungsgleichungen für die Variationen 
^9.ii ^^tj * *-y ^Qm hervorgehen. Ist hingegen m = 3n — tt, 
so sind die Größen q^^ g,, ..., q^ voneinander unabhängig, 
und daher die Variationen öq^^ , öq^, . . . , dq^ völlig willkürlich. 
In diesem Falle fließt daher aus der obigen symbolischen 
Gleichung das folgende System gewöhnlicher Differential- 
gleichungen : 

ö^ hR hR 

h^^_hq[ hR^_hqi hR ^ hq'^ 

ö^j "" dt ' hq^~ dt ' '"' hq^'^ dt 

In dieser Form findet man die dynamischen Differentialglei- 
chungen schon in der ersten Ausgabe der Lä^an^e sehen 
Mechanik angegeben, i®) 
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Die Hamiltonsche Form der djBainiselieii Gleiehnngen wird her- 
geleitet; sie fällt mit dem oben betrachteten System zusammen. 
Das Theorem VI über die Anffindnng eines dritten Integrals ans 
zwei beliebigen wird anf das dynamische System angewandt. 

§ 37. Der berühmte Poisson hat in seiner ausgezeichneten 
Abhandlung über die Variation der Konstanten (Journal 
de rficole Polyt. Cah. XV) an Stelle der Größen g'/, gi, ..., $;» 
andere in die dynamischen Formeln eingeführt, nämlich 

_ ÖÄ _^R _ bR 

Unter Anwendung gerade dieser Veränderlichen hat. dann 
Hamilton statt R die neue Funktion 

= Pi Q[ + PiQi-\ \- Pm^m — ^ 

eingeführt. Ist diese Funktion durch q^y q^^ . . . , q^^^ p^J j?^, 
. . . , p^ ausgedrückt, und variieren wir alle diese Größen gleich- 
zeitig, so erhalten wir 



m 



ÖH= qidp^+ qidp^-^ h Qm^P 

bR ^ hR ,. bR ^ 

0^1 bq^ öq^^ 

Es verschwindet nämlich der Ausdruck 

Piä^'i+ Pi^qi-i [-Pm^Qm 

Der für dH gefundene Ausdruck liefert nun die partiellen 
Ableitungen der Funktion H nach den neuen Veränderlichen 
wie folgt: 



bH 




bH 


bH bR 
bq, - bq, ' 


bH bR 


bH bR 
■■' bq,n~ bqm 
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Setzt man diese Werte ein, so wird umgekehrt i? ans der 
Funktion H erhalten durch die Formel 

I^=PX +PW%'^ ^Pm^^m — H 

Führt man also die Größen q^^ q^, ..., g„^, p^J p^, ..., p^^ 
als Veränderliche ein, so wird die gefundene symbolische 
Gleichung folgende: 

.1 bH^ bü' ^ bH \ 

= ä^(i^t<5g, +Pidq^'^ bPm^^m)' 

Nimmt man die Variation und Differentiation vor und setzt 
die Werte 

ein, so tritt anf beiden Seiten der obigen Gleichung der Ansdmck 

anf. Wird er gestrichen, so erhalten wir die folgende Formel: 
( Ihn. ^bH, ^ ^bH^ \ 



(1) 



-t^^. + t^^« + -+%^^- 



Wenn m = 3w — tv ist, wo tt die Zahl der Bedingungs- 
gleichungen bedeutet, denen die Koordinaten der materiellen 
Punkte genügen müssen, so sind die Größen g^, q^, ..., q^ 
ganz unabhängig voneinander, * und ihre Variationen dq^, dq^j 
..., dq^ alle willkürlich. In diesem Falle fließen aus (1) die 
dynamischen Differentialgleichungen, in den Veränderlichen 
?n 9%j '", 9mi Pki P±i •••> Pm geschrieben: 

hll dq^ bH dq^ hH dq^ 

bp,~~di' hpl'^'di''"' ö^"""^' 

hH dp^ bH dp^ __.^ ^Prn 

'^bq^^'dt ^ ""öp,""rf^''"' bqm~ dt ' 



(2) 
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In dieser Form hat zum ersten Male Hamilton die dynamischen 
Gleichungen dargestellt, und ich glaube, daß sich daraus ein 
nicht geringer Nutzen für die analytische Mechanik ergeben hat. 
Schon Poisson hatte a. a. 0. bemerkt, daß die durch die 

Größen q^ , j?,- ausgedrückten Werte der -^ = q^ so beschaffen 
sind, daß man hat 

^qj ^qk 

(Journal de Tficole Polyt Gab. XV, pag. 275), und diese For- 
meln reichten für seinen Zweck aus. Aus den Formeln (2j 
fließen sofort noch die folgenden: 

^<ik ^Pi ' Mk H ' 

wenn wir wieder p/ = -j^ setzen. 
dt 

Die Hamütonsche Form der dynamischen Differenüal- 
gleichungen ist dieselbe wie die des Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen, dessen Integration ich oben gelehrt 
habe (§§ 33, 34). 

Wir wollen in der oben, § 36 (1), bewiesenen Gleichung 

für dx^^ dy^^ 5%^^ dqk gleichzeitig aj/, t//, x^ ^ qk setzen; 
das ist erlaubt, wenn man annimmt, daß die Bedingungs- 
gleichungen t nicht enthalten. Dann erhalten wir: 

Wird hier der Wert R z=z T + Z7 eingesetzt, so ergibt sich, da 

hR hT , bR hT 

1. — r = ^^ — r = niiXi , - — y = - — j- = rriiVi , 
bx/ bx/ * * ' Ö2// hy/ *^' ' 

hR _ hT _ 
ist. 
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Bei den Anwendungen auf die Dynamik ist also die Funktion H 
gleich T — Z7, so daß die Gleichung 

in der h eine willkürliche Eonstante ist, direkt die auf die 
Erhaltung der lebendigen Kräfte bezügliche Gleichung ist. 
Das oben bewiesene Theorem VI lehrt folgendes: Hat man 
irgend zwei andere Integrale der Gleichungen (2), 

wo a und b willkürliche, in q) und ip nicht eingehende Kon- 
stanten sind, so leitet sich daraus im allgemeinen ein neues 
Integral ab: 

bcp hlp h(p hip hcp hip 



Bas Prohlem, den Ausdruck [(p, ifj] durch eine größere Zahl von Ver- 
änderlichen darzustellen, zwischen denen Bedingnngsgleichungen 
gegeben sind. 

§ 38. Sowohl der Nützlichkeit wegen als auch wegen der 
Schwierigkeit der Sache, als auch weil ich alles genau unter- 
suchen möchte, was mit dem so vieler Eigenschaften sich er- 
freuenden Ausdruck [cp, xp] zusammenhängt, werde ich hier 
folgendes erforschen: Welche Gestalt nimmt [cpy ip] an, wenn 
darin an Stelle der voneinander unabhängigen Größen q^J q^, . . . , 
q^ wieder die 3n Koordinaten aj,-, t^,-, x^ eingesetzt werden, 
die gewissen gegebenen Bedingungen genügen müssen, oder 
wenn überhaupt eine größere Zahl von Veränderlichen ^^, 
?4 , . . . , ?.u eingeführt wird, zwischen denen fi — m Relationen 
bestehen ? Bei diesem Problem wird vorausgesetzt, daß qp und ip 
als Funktionen von ^j , ^^ , . . . , ^^^ und von 






^'~ dt ' ^^~ dt ' *"' ^^~ dt 

gegeben sind, und der zu ermittelnde Ausdruck von [cp, ip] 
muß so beschaffen sein, daß in ihm keine Größen zu finden 
sind, zu deren wirklicher Bildung Beziehungen gegeben sein 
müssen, mit deren Hilfe sich die Größen 1^ , ^^ , . . . , f ^ und 
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9i 9 9ii ' • ' 1 9m durcheinander bestimmen. In der zu er- 
mittelnden Formel darf also keine der Veränderlichen q^J g^, . . ., 
q^ zurückbleiben. Ich will das Problem noch genauer aus- 
einandersetzen. 

Das vorgelegte Problem ist folgendes: 

Es seien zwischen den ^i Größen ^^ , ^j , . • . , ^^ Bedingungs- 
gleichungen 

F=0, Ö) = usw. 

in der Anzahl ^i — m gegeben, so daß man für die §'i , ^^ , . . . , 
^u die Gleichungen hat 

^-.^Ib' +^e + :.. + ^^-£' -0 

d< - öl. *• + ()§, ^'+ ^d.^^'"~"' 



dt ~H,'^H^'^""^H>. 



Da zwischen den fi Größen §, , |^ , . . . , §^ gerade fi — m 
Bedingungsgleichungen gegeben sind, so lassen sich diese Größen 
durch m Größen q^, q^, . . . , q^ ausdrücken, die voneinander 
unabhängig sind. Setzt man 



'— i9i 



Qi = 



dt 



? 



so können also auch die Größen ^^, ^',, ..., ^J» durch q^^ 
9'«» • • • > 9my 9^1) 9«) • • • 7 Qm ausgedrückt werden, mit Hilfe 
der Formeln 

Es sei ferner R irgend eine Funktion von ^^ , |, , . . . , §t^, 
^4) ^i? •• • 7 ^I* ^^d 



^= ^i r^ + ^2^' "> f- ^hiiT — ^. 



Man setze 

und drücke /f durch ^j, ^,, . . ., ^^, v^, ^«j •••> «^^ *iis. 
Differentiiert man diesen Ausdruck nach v^f v^^ .,., v^, so 
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folgt ans der obigen Analysis, daß man dann wieder Größen 
erhält, die gleich IJ, ^i, . . . , ^^ sind, d. h. daß 

^' — — t' __ ^ t' _ ^ 

wird. Kennt man also jenen Ausdruck von ZT, so hat man 
den Ausdruck von R durch §^, ^^ , . . . , ^^^ , v^, v^^ . . . , v^i 
mit Hilfe der Formel 

_ bH^ bH^ bH ^ 

^bv^ ^bv^ ^bVu 

Man setze nun die Ausdrücke von §^, §, , . . . , ^^ durch 
Qu Qf} ' • ' j 9m ^^^ ^^ Ausdrücke von ^J, |i, . . . , ^^ durch 
?t j ?«/•••? ?W27 9[i Qii • • • 7 ?w 611^ ^^^ stelle J? durch diese 
2m Größen dar. Ist das geschehen, so beweist man in der- 
selben Weise, wie Formel (1) in § 36 bewiesen worden ist, 
die folgende Gleichung: 

bR ,bR , bR 

öq^ öq^ öq^^ 

Drückt man also R durch q^^ q^^ . . . , g^, q\^ q^, . . . , 
9^ aus, so stellt sich die Funktion H in diesen Größen so dar: 





■■+<-- 




Man setze 






bR bR 


bR 




drücke H durch q^, q^, ... 


) 9mi Pii Pti ••• 


, Pm a"s 



Differenziert man diesen Ausdruck nach Vit P^i • • • ? Pm^ so 
erhält man wieder Größen, die gleich q[^ q'^^ ..., q^ sind, 
d. h. man hat die Gleichungen: 

,_bH ,_^S , _ bH 

- ^Pi bPi ^Pm 

Ostwalds Klassiker. 156. 6 



r 
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Es wird also sein 

bH ^ öü , . bH „ 

Dies festgesetzt seien r/), xp zwei beliebige Funktionen 
von ^^, ^2, . . . , §^t, ?;, li, . . . , ^u. Man drücke sie durch 
^\) Qij • • • ? ?w? (?i> ??>••• 7 ?/w *^8 und dann weiter mit 
Hilfe der Gleichungen 

_hB _bR ___ bE 

durch q^, g^, . . . , Qmj P\j P«? • • • ? i^m- Darauf bilde man 
den Ausdruck 

ör/? bip bcp bip hcp bip 

Die Funktionen cpj ip können auch durch die Größen f,, 
§ii • • • 7 ?.u> ^i> '^2> • • • ? ^jit dargestellt werden. Kennt man 
diese Ausdrücke, so ist die Aufgabe folgende: 

Gegeben sind die Ausdrücke der drei Funktionen 
jff, f/?, xp durch die Größen §,, fj, ..., ?„, «?^, v^, ..., 
«;^4 und die Gleichungen, die zwischen den §j, ^j, .. ., 
^a stattfinden, nämlich 

iP=0, Ö> = 0, usw., 

nicht aber sind bekannt Beziehungen, auf Grund 
deren sich die Größen ^^, ^^ •••> ^.« durch andere 
unabhängige q^, q^^ ..., $^^ bestimmen. Man soll den 
Wert des Ausdrucks [(jp, ip] finden. 
Das ist das vorgelegte Problem. 20) 

§ 39. Der Auseinandersetzung des obigen Problems will 
ich folgende Erläuterungen beifügen. Die Ausdrücke der Größen 
?i, ^ij ^j H, (p, xp durch g, , ^,, . . . , q.n, Pi, P^, - -, Pm 
sind vollkommen bestimmt, sobald Beziehungen gegeben sind, 
mit deren Hilfe unter Heranziehung der Gleichungen i^ = 0, 
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(Z) = 0, . . . sich die Größen ?,, ?,, . . . ,^,u durch g'i , ^j . . . , 
q^ darstellen lassen. Dagegen können die Aasdrtlcke von q^^ 
Vi, Sil ^y ^1 Vi ^ durch ?4, ?j, . . . , 1^, v^, v^, ,.,, v^ 
mit Hilfe der Gleichungen F=^0^ (D = 0, ... und der daraus 
durch Differentiation entstehenden auf mannigfache Weise ver- 
ändert werden. Wir wollen zunächst von der Bestimmung der 
Größen v^ durch ^,- , ^/ und von der Bildung der Funktion H, 
ausgedrückt durch die f,-, «;,-, handeln. Dabei müssen wir von R 
ausgehen. Das war irgend eine Funktion der ^^, f/. Setzt man 



Hr^H,^*^ ^H, 



fl 






so darf man zu der Funktion R die Ausdrücke F, Ö>, . . . , 
F\ 0'\ ..., multipliziert mit willkürliehen Faktoren A, ju, ..., 
A^, (.1^ ,,,j addieren, da dies nach der Voraussetzung ver- 
schwindende Ausdrücke sind. Es wird einen großen Unter- 
schied machen, ob zu R nur Glieder kF+ fi0 + , , . oder 
auch Glieder k^F' + /u^ O' + . . . hinzugefügt werden. Denn 
im ersteren Falle bleiben die Werte der 

hR 

genau dieselben, oder sie erleiden yielmehr nur insofern eine 
Änderung, als zu ihnen Glieder hinzutreten, die mit den ver- 
schwindenden Funktionen jP, <Z>, ... multipliziert sind. Es 
erfahren also auch umgekehrt die Ausdrücke der ^/ und der 
Funktionen jR, H durch die Größen ^,-, v^ nur dieselben Ände- 
rungen, d.h. es treten zu ihnen Glieder hinzu, die mit den 
Größen -F, (2), ... multipliziert sind, dagegen keine Glieder 
mit F\ 0)', ... 

Ganz anders aber, wenn man zu R auch Glieder k^ F'-Jr /u^CD' 
4- • • • addiert. Allerdings wird die Funktion 

ihren numerischen Wert sicher nicht ändern, da identisch 

6* 
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-F'=0, 


a <D' Ä ©' Ä 0)' 

• t 


-0'=O, 



ist. Aber die Größen Vf werden nicht etwa bloß durch Hinzu- 
treten yerschwindender Glieder ihre Form ändern, sondern sie 
nehmen sogar andere numerische Werte an. Denn es wird 

wenn man die verschwindenden Glieder 

fortläßt. Deshalb muß anoh die Form der Funktion Hj aus- 
gedrückt durch §, , Vi , andere Ändeningen erfahren, nicht bloß 
ein Hinzutreten vei^schwindender Funktionen; denn der Wert 
von H muß ungeändert bleiben, während die Größen v^, v^, .., 
v^j die in H eingehen, andere Werte annehmen. Um clie 
Änderungen genauer anzugeben, sei 

es seien ferner v^^ die Größen, in die die v^ übergehen, wenn 
für B gesetzt wird 

Dann wird sein 

«;. = «;.0 — ;. — L,.. 

Setzt man ferner 

;lo — V^/ — — l u^ ~ V^.' -^ — n 

^ — ^ bt ^ t/ ^^ f* ""^ ^« öfT — ' ' * * * ' 
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so geht H in den Ansdmek über 

wenn man die sich aufbebenden Größen 

fortläßt und in dem ersten Gliede H für" die t?^ die Werte 
^i° — h — -^t '^®*2*- Wendet man diese Ausdrücke an, so findet 
man ohne große Mühe, was herauskommen muß, 

Wirft man nämlich die verschwindenden Glieder lort^ so kommt 

ferner ist, da alle Fimktionea der |,- allein nach v^ differentiiert 
verschwinden, 



,0 >o,. ^» • 



k 



hHhLj, .^ ,^L'k_hr.^ , ^K x^^'^SJi: '^i"i 






^+- 









Es ergibt sich somit, wenn man die sich aufhebenden Glieder 
fortwirft, die zu beweisende Formel 

die für jeden Wert des Index i gilt. Ich habe das Obige, 
obwohl es zur Lösung unseres Problems nicht nötig ist, hier- 
her gesetzt, um, wie ich schon andeutete, die Sache zu efriintem; 
denn bei dieser Frage kommt man leieht zu Irrtümern. 

Auch die Funktionen cp und xj) können auf mannigfache 
Weise verändert werden, indem man zu ihnen Glieder addiei*t, 
die mit F, Ö>, ..., F'^ ö)', ... multipliziert sind, oder g?, i//. 



86 C. G. J. Jftcobi. 

wie es verlangt wird, durch die Größen ^,-, v^ ausdrückt und 
dann Glieder addiert, die mit F, <Z>, ..., A, B, ... multipliziert 
sind; dabei bezeichnen wir mit Ä, B, ... die durch ^j, v^ 
dargestellten Werte von F\ <D', . . . , d. h. die Ausdrücke 

^^ÖH Ö^ÖH hF hH 



Da diese Ausdrücke verschwinden müssen, so sind ^ = 0, 
^=0, ... Bedingungsgleichungen, die zwischen den ^i, v^ 
bestehen. 

Vor allem ist folgendes wohl festzuhalten. Man darf zwar 
unter den verschiedenen Formen, die die Funktion B vermöge 
der Gleichungen F=0, <D = 0, ..., F = 0, Ö)'=0, ... 
annehmen kann, eine beliebige auswählen. Ist sie aber ge- 
wählt, und hat man in der vorgeschriebenen Weise daraus die 
Ausdrücke der v^ durch die Größen f,-, §/ und der Funktion H 
durch die Größen ^,-, v^ abgeleitet, so wird angenommen, daß 
diese Ausdrücke nicht mehr mit Hilfe jener Gleichungen ab- 
geändert werden. Sonst kämen wir in unendliche Irrtümer 
hinein. 



Die Bildung der gesuchten Ausdrücke wird auf die Bestimmung 
zweier Summen zurückgeführt. 

§ 40. Ich will zunächst Gleichungen herstellen, mit deren 
Hilfe sich die Größen v^ durch die q^ und^^ bestimmen lassen, 
sofern der Ausdruck der Funktion H durch die ^,- und «;, ge- 
geben ist und die Ausdrücke der Größen ^^ durch die q^. 
Wir haben 

mithin 



öjR h^i 



. V °-" ^^i 
"i ö§j oq^ 
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ist, weil in dem Ansdrnck |/ durch die Größen ^j^, q^' das qi/ 
nnr linear and mit -r-^ multipliziert auftritt, so wird 

und daher 



bR i , bR . , , bR 

d?, bq^ bq^ 



Da wir 

bR _ bR _ 

dl/""'' 03,' --P« 
gesetzt haben, so läßt sich die obige Gleichung so schreiben: 

In der Gleichang (1) sind die Variationen öq^^ dg,, ..., dq^ 
völlig willkürlich, während zwischen den Variationen rf^^, (J|,, 
. . . , d^u die jtt — m Bedingungen bestehen : 



Aus diesem Grunde lassen sich auf Grund der Gleichung (1) zwar 
die Größen p^ durch die ^^, v,-, nicht aber die Größen v^ durch 
die Pi bestimmen. Denn man erhält aus (1) nur die m Gleichungen 
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Zur yoUständigen Bestimmung der v^ muß man außer den 
vorstehenden m Gleichungen noch die folgenden ^i — m Glei- 
chungen anwenden: 



(2) 



hFhH , i)FbH , 
ö§i dt), ö$j 0», 

" - ^ ^ öl, bv, "•" ö|, bv, ■•" 



+ 


bF bH 
bl, bv^' 


1 


bO 

Tl.: 


bH 

bv/ 



Nachdem die Gleichungen (1) und (2] aufgestellt sind, durch 
die die Größen v^ bestimmt werden, wollen wir nunmehr an 
die beabsichtigte Bildung des Ausdrucks der Größe [gp, ip] 
durch die ^j., Vf^ herantreten. 

Es wird 



hxp bip bv^ hip hv^ 






+ 



hcp hVu 



Durch Multiplikation dieser beiden AusdiUcke erhält man den 

Wert von t-J- r-^ , woraus durch Vertauschung von cp und ip 
hqihpi' ^ t . ^ 

der Wert von — ^ r-^ sich ergibt. Subtrahiert man beide, so 
hpi hqi 

erhält man den Wert des Ausdrucks 



bcp hip 

bqi bpi' 



bq) bifJ 
hpi bqi 



Erteilt man i die Werte 1, 2, ..., m und summiert, so ergibt 
sich daraus der folgende Ausdruck für [cp , tp] : 



(3) 



Irr, M = V/^ ö^ _ Ö£ b^\ ö|fc Öt^ 
L/'-V^J -^^öl^örfc, bVk'b^Jbqibpi 

''^ \<>«'jfc d^jf öyfc' bv^jbqi bpi ' 
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In diesem Ansdruck hat man hinter dem Snmmenzeichen den 
Indizes k und ä;' die Werte 1, 2, ..., /,i beizulegen . und dem 
Index i die Werte 1 , 2 , . . . , m. Die zweite Summe kann 
man auch so schreiben: 

^ öi;fe ^v^ \ö^,- öj?,- ög^ öi?,/' 

Wir woUen jetzt fttr beliebige gegebene Werte von h und A:' 
den Wert der einfachen Summen 

^ö|^ötv^ö|ftö«^' ö|fcö^ ögfc öi;a:> 

-T ^^» ^i^t ^^i ^i^i ^^* ^-P» ' ö^m^-Pw' 

.,| [ ^^k ^n-' 



-^U^,. hpi bqi bpil hq^ bp, bq^ bp^ 



ermitteln. In diesen Summen kommen nicht v^J v^^ ..,, Vu 
selbst vor, sondern nur ihre partiellen Ableitungen nach den 
Größen q^, p^. Ich will nun untersuchen, wie sich diese beiden 
Summen durch g, , §, , . . . , f ^, , v^, «;, , . . . , v^^ allein aus- 
drücken. 



Die erste der angegebenen Sammen wird bestimmt. 

§ 41. Die Größen |^ sind vollkommen bestimmte Funktionen 
der qj^\ denn wenn die g^ auch zahlreicher sind als die ^^., 
die wir durch jene ausgedrückt annehmen, so können doch 
unter Heranziehung der zwischen den g^ gegebenen Gleichungen 
i^=0, (2>=s=0, ... umgekehrt die ^j^. durch die qf^ in völlig 
bestimmter Weise ausgedi'ückt werden. Diese Ausdrücke ent- 
halten die pff gamicht. Dagegen sind die vj^ Funktionen der 
qk und pj^ und durch die Gleichungen (1) und (2) bestimmt. 
Nach diesen Bemerkungen differentiiere man (1) nach p^] dann 
ergibt sich: 
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Ans dieser Gleichung und aus den ebenfalls nach p^ diffe- 
rentiierten Gleichungen (2) gewinnen wir die folgenden Glei- 
chungen, deren Anzahl f.i ist, und aus denen die Werte von 

r— ^ , :— ^ , • • • , r-^ bestimmt werden können : 
bpi' hpi' bpi 



(5) 



Q_ i>^, ög. 1 dt>, ög, 
hpi ^q^ hpi bq^ 

Q_ ^^i ög, bv, ög. 


1 <>»,. dg;. 
"^ di>,- bq, ' 
1 <>y^ dg^ 
■ ■ '^ bpi bq, ' 


1 _ ^^i ög, ö», ög, 
öi?,- b?,- di)< bqi 


öt)^ bg^ 
■■"*" öi».- bqi ' 


öi>,- d?^ bpf bqm 


bv^ bA 
bpi bv^, ' 
bv^ bB 


öj>j öv^ bpf öVj 
öf, iS i«, bB 
bpi bv^ bpj d». 



Von solchen linearen Gleichungen bekommen wir m Systeme, 
indem wir für i die Zahlen 1 , 2 , . . . , m setzen. Diese Systeme 
wollen wir bezüglich mit 

Hk Hk ... _^ 

hq^ ' bq^' '"' bq,,, 

multiplizieren und nach geschehener Multiplikation die Addition 
vornehmen. Wir wollen ferner folgende Bezeichnungen an- 
wenden, wobei k und k' als verschieden angenommen werden: 



(6) 



■ö_|fc^,ögfeH;_| i.Mfe^ = Ä;. 

bq^bp^ bq^ bp^ " bq^n i>Pm *' 



[ bj, bp^ bg, bPi 



ögm ^Pm 
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(7) 



o^^K + ^K + 



ö?i 



öl, 






+ 
• + 









o=|li.*,. 






A;,+ 



bÄ 



K + 



+ ^k 






05 



bVu 



kf, , 



Die Anflösung dieser Gleichnngen laßt sich znrftckfOhren auf 
die anderer, deren Anzahl nnr (i — m ist, also gerade so groß 
wie die der Bedingnngsgleichongen J^=0, Ö> = 0, ... Man 
bat nämlich: 



&. = A?>^ + Xl«-^® 



(8) 



**— • dl, ^'^» öl, ^ 

j. _ j(w A?l _L a(ft) ö<P . 



wenn man die Multiplikatoren A^*^ Ai*^\ ,.., deren Anzahl 
fx — m ist, durch die Gleichungen bestimmt: 



bÄ 



|J = Mf + a,4-+---, 



(9) 



hB 



-if = M?>+Ml" + 



r 






- 
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dabei ist 










a, = 


bF bÄ bF bÄ 








«, = 6, 


ÖO) Öuä bO bÄ 
~ d§, dt;. "*" öl, dt;, "^ 






(10). 




6J^ ÖS bF bB 

- b^, bv, + ö|. öt;, + 


bF bB 






K 


Ä© Ö5 bO bB 


bO bB 



Die Gleichheit der Koeffizienten a, und b^ ergibt sich leicht 
aus den in § 40 (2) angegebenen Ausdrücken Ä und B. Man 
findet nämlich für beide denselben Wert 

wobei k und k' die Werte 1, 2, ..., ^ beigelegt werden. 
Allgemein sind die linearen Gleichungen (9), auf deren Auf- 
lösung die Ermittelung von ä;^ , k^j . . . , k^ reduziert ist , so 
beschaffen, daß die Vertikal- und die Horizontalreihen der 
Koeffizienten dieselben sind. Diese Koeffizienten hängen über- 
dies nur von den Funktionen i^, (Z>, ... ab und nicht von 
dem Index k\ mit dem Index k sind jedoch die linken Seiten 
der Gleichungen (9) behaftet. Setzt man also 



(11) 



- ^r = -^M 



bÄ 



^^k 



^A.^+ 






SO gewinnt man m Systeme ebensolcher Formeln, indem man 
k die Werte 1 , 2 , . . . , m beilegt und die Koeffizienten ^ un- 
geändert läßt. Übrigens ist nach einem bekannten algebraischen 
Theorem 

d. h. auch in den Gleichungen (11) sind die Horizontalreihen 
der Koeffizienten dieselben wie die Vertikalreihen. 
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Über die Bestimmung der zweiten Summe. 
§ 42. Von den beiden einfachen Summen 

deren Werte, wie wir in § 40 sahen, zu ermitteln waren, habe 
ich die eine im Obigen bestimmt, oder ich habe sie wenigstens 
auf andere Größen Xf\ Xf\ . . . zurückgeführt, die durch Auf- 
lösung von 1.1 — m linearen Gleichungen gefunden werden. Nun 
wollen wir die andere einfache Summe 






ermitteln, deren Ausdruck etwas verwickelter wird. 

Nehmen wir an, daß durch Auflösung der fi linearen Glei- 
chungen 



(12) 






^k.^+...^^ 



J^« = Tr-«« + Tl^"» + 



dg. 



^9i 

Hl 



i)q^ 



M„ 



Ht 






Hm Mm 



— M. 



hA 






öf. 



«.+ 



. hA 



hB 






fttr die Unbekannten m, , m, , . . . , m,, folgende Werte erhalten 
werden: 



u^=C^,,M,+C^_,M,+ - + G^^,n^+D^_,N,+ D^_,N,+ - 
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Wenn in den Gleichungen (12) M^ = 1 gesetzt wird, die 
ttbrigen M^y Jf,, ..., M^ außer M^ aber verschwinden, so 
werden jene Gleichungen dieselben wie die Gl<3ichungen (5), 

aus denen die Werte der — - — - 



sind. Es wird somit 



oder allgemein 



^i,t' ) 






, -r-^ ZU entnehmen 
bpi 






=» Gfi^i 



Man erhält also durch Auflösung der Gleichungen (12) 
für die Unbekannten u^, u^, .... w^ folgende Werte: 



(13) 









M,„+D,^,N,+D,^,N,+ . 



"^=s^'''+ä''*+--^ä'''"+'^-^«+^-^- 



hv. 



bv. 



bVu 



''-=bf,^^+bf,^^'^''' + bt.^ 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir die beiden Gleichungen, 
die ans (1) in § 40 folgen, 



Pi = ^i 



'S, 






Mi 






+ «^/* 



+ ^^ 



Mi' 



differentiieren, und zwar die erste nach g^', die zweite nach q^. 
Das dürfen wir, weil nach Einsetzung der Werte der ^^, t?^., 
ausgedrückt durch die p^^^ qj^,, jene Gleichungen Identitäten 
werden müssen. Wenn man die Differentiation ausfährt, so 
geben die linken Seiten Null, da sie von den q^, q^> frei sind. 
Auf der rechten Seite tritt beide Male das Aggregat auf 






bi 



t-^i 



■\ Vv,, 
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Setzen wir die beiden verschwindenden Ausdrücke einander 
gleich und werfen das gemeinsame Aggregat fort, so ge- 
winnen wir: 



(14) 



bqi bqi' bqi bqi' 

bqi' bqi bqi' bqi 



Aus dieser Gleichung erhalten wir m 
i' die Werte 1, 2, ...,m beilegen, 
ist eine, nämlich die dem Werte i' = 
eine Identität. Differentiieren wir femer 
jB = 0, ... nach qi, so erhalten wir: 



bqi bqi' 



+ 



^ bVjf^ 
bqi' bqi 



Gleichungen, indem wir 

Von diesen Gleichungen 

i entsprechende, sogar 

die Gleichungen A = 0,. 





( bA 0^4 bA ö|, 
ö?i ö^* ö?, bqi 


ölu dg,- 




bA bv^ bA bv^ 
"~ bv^ bqi bv^ bqi 




(15) 


bB b^, bB ö?j 


i>B diu 




b§, bqi b^^ bqi . 


d|^ dg< 




_ bB bv^ bB bv^ 
bv^ bqi bv^ bqi 


Ö5 bv,. 


Setze 


n wir 




' bqi bqf bqi bq^ 


dg< djj- 


nnd aaßerdem 






d^ d|„ 
dl,. dg< ' 




^,„_ bBbS, bBb^, 
* ö|, d9j ö|j bq, 


dß d|,. 
dl,. dg< ' 



SO stimmt das System der m Gleichungen (14) unter Hinzu- 
nahme des Gleichungssystems (15) mit den Gleichungen (12) 



ttberein; dabei sind die /it Größen 



bv^ ^V^ 
bii' bqi' 



bVg 

bqi 



als die. 
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Unbekannten u^J zi^ , . . . , Uft, anzusehen. Hieraas gewinnen 
wir nach den Formeln (13) 



H * ^Pi ' f>Pt * 

Setzen wir 



^St"' 



' ^ ^ öi>: "^ 09, öi,, + • " • + d?,„ di,,„ - ^* ^*' 

so daß (Ä;)^' — {k')j^ die zweite in § 40 zur Ermittelung vor- 
gelegte Summe ist. Wenden wir diese Bezeichnung an, so 
läßt sich die obige Gleichung folgendermaßen schreiben: 



(17) 






+ W^^^ 



Führt man die Werte von N^'\ iV^'\ ... ein und setzt 



(18) 



«(W_ 



hÄ 



<'=(l),-i?,,,^ 



Jfc)_ 



"=(%--»*,. 



öl, 



Dl 



dB 



Di 



bB 



W^'^^'-'H:. 



w 



m _ 



SO geht die obige Gleichung in folgende über: 

Aus ihr erhalten wir m Formeln, indem wir i die Werte 
1, 2, . . . , m beilegen. Um aus diesen wieder ein System 
linearer Gleichungen von der Form der Gleichungen (12) zu 
erhalten, wollen wir noch den Wert der Ausdrücke 



_^ hÄ (i.) , hÄ (M , 



, hB (jf) 



ermitteln. Das kann auf folgende Weise geschehen. 
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§ 43. Man hat 



bA 



bÄ ,^. . bÄ ,^. 



hÄ hvffi iv/f 



Differentiiert man aber die Gleichung ^ = nach q^^ so kommt 



yr bÄ bVk' _ VT bÄ bj^^ 
^ bv.j bo. ^b^w 



mithin ist 









Nnn war aber 



Setzt man also 



k', — A<*'> A?! j. J (ft'J ^ 4_ . , 



(20) 












öl. 



^ J (,u) 



so wird 



^^('•'.=-"--.^--.-- 



ölfc 



dift 



ö|k 



Setzt man ebenso 



(21) 






80 wird 



ag ö^ b© 



Ähnliche Gleichungen erhält man für jede Bedingungsgleichung. 

Es sei 



Ostwalds Klassiker. 156. 
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(22) 



ferner 



(23) 






, bA bA _ 
, i)A hB _ 



dB dB OB OB 



dB d^ 
d|^ hVft 
dB dB 



= /»,, 



^d|,. dt;,."-'^«' 



USW. Multiplizieren wii- dann die Gleichungen (9) in § 41 mit 

— =- , r-pr- 5 • • • und summieren in bezug auf den Index A;, so 

gewinnen wir Systeme linearer Gleichungen, durch die die Werte 
von A^f ^,^ . . . , B^, B^j . . . , bestimmt werden: 



(24) 



— a^ = b^Ä,+b^Ä^^ , 

^ß^ = b,B,+b,B, + ^-, 



Jedes System enthält so viele üneare Gleichungen und so 
viele Unbekannte, als Bedingungsgleichungen F=Oy ö) = 0, ... 
zwischen den Größen ^, , ^, , . . . , ^j^ gegeben sind. Durch 
Auflösung gewinnen wir die Werte von Jlj , Ji^ , . . . , J9, , JB^ , . . . : 

( — A = --^4,4 «4 +--^4,4«4H » 

— A = -^^,4 «4 + -^2,40^4 H ) 



(25) 



— 5, = -^4,i /^l + -^8,4/^2 + 



und in diesen Formeln sind die Koeffizienten ^^^r dieselben 
wie in (11), § 41. Bevor ich weiter gehe, müssen auch die 
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Werte der D auf die Größen ^ zurückgeführt werden. Zu 
diesem Zweck setze ich in den Gleichungen (12) 



hF 


bF 


bF 


^^-Hr 


"«-öl/- 


•■'""-öl. 


Dann wird 







N, = a,, N^ = b^, ..., 

und nach Einsetzung dieser Werte erhält man aus den Glei- 
chungen (13): 

Jk ET 

(26) °_ = a.Dfe,, + 6,D;t.,+ 

£benso wird 



(27) 






= a*-Dft,, +&,-Dft,j + 



Löst man die Gleichungen (26), (27) anf, so ergeben sich die 
gesuchten Werte: 



(28) 






bF 



Hk 
bO 



^M = -^Mö|;^ + A»ö|^ 



Setzt man diese Werte und zugleich die Werte (25) von 
-4^ , -4, , ... in die Gleichung 



?w"'''= 



i>h *^h ^Hk 



ein und erinnert sich an unsere frühere Bemerkung in § 41, 
wonach ^^5 = ^5^^ ist, so bekommt man 

(29) ^1^ {% .1^ + Dk, cc, + D,,, «. + 

und ebenso wird 



■öifc 



(30) ^^(*'). = -|| + i>mA + ^m/?.+ 



7* 
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Hiennt erpbt sich, weim 



^k = ^^^k 



einsetzt, 






{18 den W^t 



>k' 



^-f hÄ (vt bA fi-i d-4 (f.. 2>-4 (1-1 



hV: 



Wi/ = tC +r — 1 



dr„ 



— 






'^/f+'^/-"+-+^<" 



hB 



(81) 



Wir wollen festsetzen 



ö^ ÖJ? 






was für Punktionen von ^4, ^,, ..., ^^, v^, v^, ..., «^u 
auch J[ und B sein mögen. Bei dieser Bezeichnung habe 
ich oben einen Strich angefügt, um den Ausdruck von dem 
in bezug auf die Veränderlichen q^ 9[t^ '"i<lmi PmP%^ "nPm 
ebenso gebildeten zu unterscheiden. 

Wendet man diese neue Bezeichnungsweise auf die obigen 
Formeln an, so gewinnt man die Ausdrücke: 



^■,= 


hA (if\ , ^A ffr) , 


■■+l^<' 


= 


-^"|+^Ä,a^, ^r+'- 


' *J 


J^.= 




••+^<' 


> ^ ^ 


->-|+Dfc,[s,^y+- 


* '> 
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Diese Gleichnngen, verbunden mit den m Gleichungen, die 
aus (19) erhalten werden, indem man i die Werte 1, 2, .. ., wi 
beilegt, liefern ein System linearer Gleichungen, die wie (12) 
aussehen. 

Ihre Auflösung liefert nach (13) 

< = Wfc- + ^fc'.i ^. + ^ft'.. iv, + . . . 

Daraus ergibt sich, wenn man fftr N^, N^, ... die obigen 
Werte (32) einsetzt und aus (18) den Wert 

die zweite in § 40 zur Ermittelnng vorgelegte Snmme: 

Dies ist der gesuchte Ausdruck. Wenn man darin für die D 
die Werte (28) einsetzt, so sind die Veränderlichen g'i, g^, • . ., ?^, 
P\)P%) "'j Pmi ^® öS verlangt wurde, gänzlich beseitigt. Ich 
bemerke, daß in der Formel (33) ebensoviele Glieder 

(%,i^fe,,"^fc,i^fc',J[^,^]' 

vorkonmien, als es Kombinationen je zweier Bedingungsglei- 
chungen gibt, d. h. \[fx — fn){H' — ^ — !)• Gii^t ®8 also nur 
eine einzige Bedingungsgleichung, so hat man keine solchen 
Glieder. In diesem Falle hat man, wenn F=0 die Be- 
dingungsgleichung ist: 

wobei 

~^ bijc ^^k ' ^ ~^ Hk Hk' ^'^k^^kf 

ist; in der ersten Summe werden dem A;, in der zweiten k 
und kf die Werte 1 , 2 , . . . , (,i beigelegt. 
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Die obigen Fonaeln werden auf den Fall angewandt, daß li, li, < . . , 1^ 
die rechtwinkligen Koordinaten materieller Funkte bedeuten. 

§ 44. Es sei ju = 3n, und zngleich mögen die Größen 
^4) ^s) •••9 ^j>i ^^^ ^^ rechtwinkligen Koordinaten der be- 
wegten Punkte bedeuten. Die Masse des Punktes, dessen eine 
Koordinate ^j^ ist^ heiße mj^y so daß unter den Größen m^ , 
m,, ..., m^ immer die drei auf denselben Punkt bezüglichen 
einander gleich sind. Bezeichnet dann U eine Funktion der ^j^ 
allein, die von den §j^ frei ist, und T die lebendige Kraft, so 
wird sein 



ferner 






Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, daß wegen der angegebenen 
Bedeutung der ^^ 

wird, d. h. 

-T ^ft <^JPi -T ^ft ^i^f 
Das l&ßt sich leicht auf folgende Weise einsehen. Es ist 
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mithin 

yf ^_h ^^ _yr ^h^ ^ _^ 
-T ^^1 ^Pi tr ^^i H' ^Pi ' 

yf ^^k' _^_'^ ö|^ ^^ hq^ 

-T ^ft ^i^i f? H oft' öi?,- * 
Nnn hat man aber 



^t 



mithin 

H' _ H _ ^*s 
bpi ~ bp,^ ~ hpi bpi' ' 

d. h. der Ansdmck r^ bleibt bei Yertanschnng von i und i' 
bpi 

angeändert. Folglich geht^ wenn man i' fftr i und i für i' 
setzt, die eine der beiden hingeschriebenen Doppelsummen in 
die andere über, d. h. sie sind einander gleich, was zu be- 
weisen war. 



Über die Anwendung der Funktionen ^ bei der Bestimmung 
der Lagraugeschen Multiplikatoren. 

§ 45. Durch die Größen ^a,bi ^® ^^^ ^^^^ benutzt habe, 
lassen sich auch die La^ran^eschen Multiplikatoren bestimmen, 
die zur Bildung der dynamischen Differentialgleichungen dienen, 
so oft zwischen den Veränderlichen, die die Lage der mate- 
riellen Punkte bestimmen, Bedingungsgleichungen bestehen. Um 
diese Differentialgleichungen zu bilden, wende ich die symbo- 
lische Formel (1) in § 37 an. In ihr schreibe ich, damit 
^1? ^ii •••) ^m immer unabhängige Veränderliche bedeuten, 
^ ?i) ^%j •••> Qmy Pii P^i "'iPm Jßtzt ^^y fj, ..., ^^, 
v^, V,, ..., Vf^, ^Isdann lautet jene Gleichung: 

Zwischen den Variationen ^^^, d^^, ... bestehen die Glei- 
chungen: 
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bi^^^-^nJ^^-^ 






wenn wieder F=0, <Z> = 0, ... die Bedingnngsgleichnngen 
für die Größen f^ , ?, , . . . , |^ sind. Nach der bekannten 
Regel versehe ich die obigen Gleichungen mit Multiplikatoren 
l^y l^, .. .j addiere sie zu der Gleichung (1) und setze dann 
die Faktoren der einzelnen Variationen gleich Null. Auf 
diese Weise ergeben sich die folgenden Differentialgleichungen 
zwischen den Veränderlichen t, ^4, §^, ..., ^ju, v^, «;,, ..., v«^ 

\ TT 

wenn man noch die Gleichungen ?/ = ^r — hinzuninmit, 



(2) 



Mit diesen Gleichungen sind zu verbinden die Bedingungsglei- 
chungen 

F=0, (D = Oy ... 

selbst und die aus ihnen durch Differentiation sich ergebenden 

^ = 0, 5 = 0, ... 
Differentiieren wir die letztgenannten noch einmal und setzen 

aus (2) die Werte von -7^, -jj ein, so erhalten wir: 

Clt CLt 



d|, bH 
dt ~ bv^' 
d§^ bH 
dt bv^ ' 


dv^ bH 
dt ~ öl, 

dv^ bH 
dt bi. 


j bF b0 
. bF . bO 

* H, * öl, ■ 


d§^ _ bH 
dt bv^ ' 


dVf, _ bH 
dt ~ d|,. 


^ bF , dö) 



bA bH bA bH 


bA bH 


bA bH bA bH 


bA bH , j^ , _L 


bv^ bi^ bv, ö|. 


■ J>t;,„d|,-"«^' + ''*^' + 


bB bH bB bH 

öl, bv^ + b§, bv, "•" 


bB bH 

ö|,u bVfi 


bB bH bB bH 

ö», b|, bv^ ö|. 


bBbH .,,.,. 
■ ör.,ö|,. = **^' + *'^»"*" 
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wobei «1 , «2 , . . . , &j , 6^ , . . . dieselben Größen sind wie in § 41 (10). 
Hieraus gewinnen wir unter Benutzung der in § 43 (31) ange- 
gebenen Bezeichnungsweise die folgenden Werte fttr die Mul- 
tiplikatoren : 

( ^. = -^m[A m' + ^>,AB, H]'+..., 
(3) A, = ^,,, [A, H] + ^,,, [B, ÄJ + . . . , 



Nach § 43 (28) lauten also die dynamischen Differentialglei- 
chungen: 

§ = - If - A,.[^, H] - D,,,[B, H]'- ..., 
Die Multiplikatoren sind jetzt herausgeschafft. 



3Iit Hilfe der oben gefundenen Summen wird der Ausdruck [(p, ip] 

gebildet. 

§ 46. Die Formel (3) in § 40: 

können wir auf Grund der oben (§ 41 (6) und § 42 (16)) be- 
nutzten Bezeichnungen so schreiben: 

[r/), ip] = 

(1) \4\Wk^k~^kWj 1^ Wk K' ~.ö^ öi;^/ '"' 



l'>5 



C.^ XJaei' 



Am tj^A^ ijrMi^xs^ vTc^Ji &^i. w«EB ajs ^b ^^ «Bd 
/. ^ — < ^ Kiß: ^/'J*s^ ^»^x^e^oL ^^srjt caüctiz, ^ts vxn doi 

''/- V - ^« wir <tral:iela JpcI::««- 

V<«i des ^laoMTB. aas d«sea &^ der i.<hst Assdr&ck zs- 
fäOKMxydat. vX kh dS& zircöe m»^ dnise WcncLrcm und 



^1 












bv. 






(hF 

US, 



hF hrp bF bfp 



+ 



ibO bip 



b^^ dr, 
bO bip 



ihO brp bO bff 



ö|, bv^ 

bO bff 

b§^ bv^ 



br^ 






bF bip \ yr-g« bg: 
bSu bvj^ * b^t 
^F bg> \ XT .(t) bip 
b^a brj^ * bSk 
b0 b^ 



b^u bv, 
b0 bifß 
b^u bv^ 









oder auch: 

_^||(A<*)[F, 9»]'+ A<*'[<2), ?>]'+ •••}. 
Nach § 48 (88j hat man ferner: 



(2) 



(3) 
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+ 



- H -l1^l5«..^|J-.,-^|J^..|'|^ %,) 



Es wird aber nach § 43 (28) : 

oder: 

(4) { " " 

Wenn .wir diese Formeln benutzen und auch die Formeln (11) 
in § 41 heranziehen, so können wir die Gleichung (2) so 
schreiben : 



(5) 
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Setzt man die Formeln (3) nnd (5) in (1) ein, so ergibt sicli: 



(6) 






+ • 



Diese allgemeine Formel war ziemlich schwer zn ermitteln. 



(1) 



Der gefundene Ansdrnck wird dnrcli verschiedene seiner Eigen- 
schaften verfixiert 

§ 47. Die Größe, durch die ich im vorigen Paragraphen 
[cp, ip] ausgedrückt habe, will ich mit 



bezeichnen. Sie muß verschiedene besondere Eigenschaften ge- 
nießen, die zugleich verschiedene Bestätigungen des gefundenen 
Ausdrucks liefern. Zunächst darf ihr Wert sich nicht ändern, 
wenn an Stelle der Funktionen cp, xp gesetzt wird 

(p + XF +iiÖ -\ \-Xä + i,i'B-{ , 

wobei A, ^t, A', ^ii', A, , 1.1^, A(, ^/|, ... irgend welche Funk- 
tionen von ^,-, Vi bezeichnen. Denn der Wert der Größe [9?, xp\ 
der, wie wir fanden, der Ausdruck S gleich ist, wird durch 
diese Änderung in keiner Weise berührt. Diese Eigenschaft 
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des Ausdrucks S wird sich leicht aus seinem Bildungsgesetz 
ergeben, wenn wir zuvor folgenden andern Satz beweisen: Der 
Ausdruck S verschwindet, wenn man q) oder }p durch 
eine der Funktionen i?', Ö>, . . . , -4, J5, . . . ersetzt, was 
auch die andere Funktion sein mag. Der Satz braucht 
nur bewiesen zu werden für den Fall, daß q) = F oder (p ■-= A 
gesetzt wird, während die Funktion ifj willkürlich bleibt. Denn 
die übrigen Fälle, in denen cp den Funktionen Ö>, ..., 5, ... 
gleichgesetzt wird, oder cp willkürlich bleibt, und xfj liegend einer 
der Funktionen F, (Z), . . . , ^, 5, . . . gleich gemacht wird, 
lassen sich in genau derselben Weise behandeln. 
Setzt man cp = Fj so verschwinden die Glieder 

da die Funktion F nur die ^^ und nicht die Größen Vj^. ent- 
hält. Wir erhalten mithin, wenn cp z=z F gesetzt wird, 

S==[F, rp]'- [F, A]JD,, ^ - [F, B]'^D,_, ^^ - • • • 

I^acb den Formeln (26), (27) in § 43, in denen 

a, = [F, Ä]', b, = [F, B], ..., 
a,= [(D,Ä]', b,= [0,B]', ... 

ist usw., hat man: . 



(2) 



^^^ = [F, Ä]'D,,,, + [F, B]'Du,,+ 



Mit Hilfe dieser Formeln geht der Ausdruck für E in folgen- 
den über: 



[-.^f-^^js»»- 
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Es verschwindet also S, wenn man cp := F setzt, und das 
war zu beweisen. Auf dieselbe Weise zeigt man, daß S ver- 
schwindet, wenn man cp = setzt oder ip = F oder i/; = <Z). 
Setzen wir nunmehr in dem Ausdruck (1) cp = A. Dann 
sind vor allem die Werte der Größen 

zu suchen. Um sie zu finden, multipliziere man die Gleichungen 

hA 
(2) mit - — und führe, nachdem man für k die Werte 1, 2, ..., ^ 

gesetzt hat, bei den einzelnen Gleichungen die Summation aus. 
Dann kommt: 



7 



Daraus erhält man: 

und wenn die Gleichungen ^=0, <2) = 0, ... mehr als 
zwei sind, so verschwinden auch alle übrigen ähnlichen -Aus- 

drücke ^Dfc ., z — > ^^kä j. — ? * • • • Ebenso zeigt man, daß 



= 1 

bB .^^ hB 



'^Mö7, = l 



■*' 



ist, während die übrigen Größen ^^Dk , r — , ^^k.n j— 

verschwinden. Aus den Gleichungen (3) ersehen wir, daß 3 ver- 
schwindet, wenn q) = A gesetzt wird; denn es ist [Jl, -4]'= 0, 
[Ay il^y+[(py Ay=Oj und man erkennt leicht, daß nach 
Ausführung dieser Substitution nicht nur die mit [A, B]' 
multiplizierten Glieder verschwinden, sondern, wenn mehr als 
zwei Bedingungsgleichungen gegeben sind, auch die mit ähn- 
lichen Ausdrücken multiplizierten Glieder; die Anzahl dieser 
Ausdrücke ist dieselbe wie die der Kombinationen je zweier 
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Bedingungsgleichnngen. Auf dieselbe Weise zeigt man, daß S 
verschwindet, wenn man cp ^^ B setzt, oder wenn man \p = Ä 
oder xp := B setzt. 

Wir wollen nun den Ausdruck (1) mit 

S=[<p, rp]" 
bezeichnen und 

(p^ = <p + IF + iäO H h A'-4 + ^i'B H , 

setzen. Aus dem Bildungsgesetz des Ausdrucks [qp , xp]" ergibt 
sich, wenn man nach Ausführung der partiellen Differentiationen 
die mit den verschwindenden Größen -F, <Z>, . . . , -4, Bj ... 
multiplizierten Ausdrücke fortwirft, 

[yo, ip^Y= [cp\ xfj + X^F+^i,0+"^ + l[A + fM:B+ . . .f 

Ich habe aber eben bewiesen, daß man, was auch die 
Funktion g)^ sein mag, 

[9», Fr==o, [cp\ a)]" = o, ..., 

[<p'>,A]"=0, [?,•, Ä]" = 0, ... 
hat. Es wird folglich 

In derselben Weise wird gezeigt, indem man nach Aus- 
führung der partiellen Differentiationen die mit den verschwin- 
denden Größen i^, (D, . . . , -4, 5, . . . multiplizierten Glieder 
fortwirft, daß 

wird. Da wir bewiesen haben, daß man, was auch die Funk- 
tion ip sein mag, 

hat, so ergibt sich 

was der zu beweisende Satz ist. 
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Der Wert des Ausdrucks S darf sich ferner nicht ändern, 
wenn man die Funktionen B durch -R + Ai?'+jUÖ>+ ••• 
+ A^F' + ^4|(Z>'+ • • • ersetzt und aus dieser neuen Funktion 
die von den früheren verschiedenen Werte der v^ und die ziem- 
lich abweichende Form der Funktion H ableitet, wie ich es 
in § 39 gezeigt habe. Da aber der Beweis dieser Eigenschaft, 
wenn man ihn aus dem Bildungsgesetz der Größe S gewinnen 
will, sehr beschwerlich zu sein scheint, so mag es genügen, 
den Fall zu untersuchen, daß man zu R nur die Glieder 
Ai^+ fi<Z> + • • • addiert. In diesem Falle ändern sich, wie 
wir damals gesehen haben, die Werte der v^ gar- nicht, und 
zu der Funktion H treten nur ähnliche Glieder hinzu. 

Wir wollen also beweisen, daß die Größe S ihi'cn Wert 
nicht ändert, wenn man darin H durch H-^ kF-^- ^0 -{- ••• 
ersetzt, wobei X, f.i, . . , irgend welche Ausdrücke in den ^^, t;,-, 
bezeichnen. Es ist leicht zu erkennen, daß bei dieser Änderung 
der Funktion 5" die Ä, B, ... nur ähnliche Änderungen er- 
fahren, mithin auch die partiellen Ableitungen der Ä, B, ... 
nach den i;,., sowie die AusdiUcke [F^ Ä]', [F, B]\ . . . , 
[0y Ä]\ [<Z>, B]', ...; folglich erfahren auch, wie aus den 
Formeln (2) erhellt, die Größen D/^^, Dj^^^, . . . keine andern 
Änderungen. Daher werden die Werte aller dieser Größen 
ungeändert bleiben. Dagegen werden die Ausdrücke [qp, J.]', 
[Ä, B]', . . . und die ähnlichen ihren Wert ändern. Diese 
Änderungen müssen jedoch derartig sein, daß der Wert von S 
ungeändert bleibt. Das wird leicht zu erkennen sein, wenn 
wir bewiesen haben, daß das Aggregat der Glieder des Aus- 
drucks S, die mit der Funktion A behaftet sind, verschwindet, 
wenn man Ä durch F ersetzt. Dann werden nämlich auch 
die ähnlichen Sätze gelten, daß dasselbe Aggregat verschwindet, 
wenn man A durch (D ersetzt, und daß das Aggi*egat der mit 
der Funktion B behafteten Glieder verschwindet, wenn man 
B durch F oder <Z> ersetzt usw. Verbindet man dies mit der 
Bemerkung, daß Ausdrücke wie [A, B]' verschwinden, wenn 
für A und B irgend welche von den Funktionen F, (Z), . . . , 
seien sie verschieden oder nicht, gesetzt werden, so erhellt 
von selbst, daß der Wert von S sich nicht ändert. Der Satz 
aber, daß das Aggregat der mit der Funktion A behafteten 
Glieder von S verschwindet, wenn man A durch F ersetzt, 
folgt ohne große Mühe aus den Gleichungen (2). 
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Beliebige Funktionen (p, \p sollen mit Hilfe der 
Bedingnngsgleiclinngen F = 0, <2> = 0, ... so umgeformt werden, 

daß [qp, \p] = [qp, \p]' wird. 

§ 48. Die Form, die die Funktion cp wegen der vor- 
handenen Bedingungsgleichungen annehmen kann, läßt sich 
immer so bestimmen, daß vermöge dieser Bedingungs- 
gleichungen die Werte der Ausdrücke 



[F, 9'^ 






+ 



hF h(p 



H' 






+ 



hO hcp 



verschwinden; und ebenso kann man der Funktion ip eine 
solche Foim verschaffen, daß vermöge der Bedingungsgleichungen 
die Werte der Ausdrücke [Fy ip]', [(2>, ip]\ . . . verschwinden. 
Der anzuwendende Ausdruck von cp sei q> + ^'-4 + fn'B -f- • • - . 
Dann lassen sich die Multiplikatoren ^', |tt', . . . immer so 
bestimmen, daß die Werte der Größen 



[0,(p + l'A + ^i'B+"-]', 



multiplizierten 



verschwinden. Wenn man die mit A, B, . 
Glieder als verschwindend fortwirft, so wird 

[F, cp]' + r [F, A]' + ix' [F, B]' + • . . = 0, 

[<2), (p]' + r[ö), Ä]' + /i'[<z), sy + . . . = 0, 

Durch ähnliche Formeln bestimmen sich die Mnltiplikatoren 
X[, jU,', ... so, daß die Größen 

[F,tp + X',A-^H',B+ ■-■■], 
[0,xi> + X\Ä-\-,x',B +.■■], 

verschwinden. Setzen wir, was erlaubt ist, diese Ausdrücke 

(p + VA+fi'B H j tp + l[A + f^^B-i an die Stelle 

von (jp, 1/;, so haben wir Formen von q) und ip, für die 

Ostwalds Klassiker. 156. 8 
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(1) 



[F, 9]'=0, 
[F, .//]'=0, 



[0, 9,]' = 0, 
[0, ,p]'=0, 



ist, wie es gewünscht wurde. 

Nachdem Formen von r/?, ip gefunden sind, für die die obigen 
Gleichungen (1) bestehen, folgt sofort aus (28) in § 43, daß auch 



(2) 



S^^.Z-0.2". 



Xi 



h(p 



ÖVfc 



0, 



bcp 



'Ö»ft 



'Öfft 



wird. Es verschwinden daher in dem Ausdruck S alle Glieder 
außer [cp, ipj^ d.h. es besteht, so oft [F, q>]'=0^ [W, f/)]'=0, 
..., [F, ipy=0, [0, ipY=0, ..., ist, die Gleichung: 

(3) [cp, Jp] = [cp, ip]'. 

Da man die Funktionen (jp, xp mit Hilfe der Bedingungs- 
gleichungen immer so umformen kann, daß jenen Bedingungen 
gentigt wird, so ergibt sich folgendes: Sind zwei beliebige 
Funktionen cp und ip von ^j, ^,, ..., |^e, t?^, «;,, ..., Vf^ 
gegeben, so kann man ihnen mit Hilfe der Bedingungs- 
gleichungen, die zwischen jenen Größen bestehen, 
immer eine solche Form verschaffen, daß 



hfp bip ^ bcp ^ip ^ 



bcp btp 



bcp bip 

bp^ bq^ 

bcp bip 

bcp bip bcp bip 

wird. Aus den Gleichungen (2) 
leite ich leicht die folgenden ab 



bcp bip 

Mm ^Pm 
bcp bip 

^Pm Mm 
bcp bip 

b§^c ö«;^ 
bcp bip 
bv^ Ä^^t 
des vorigen Paragraphen 



+ 



+ 



(4) 



[i^, ^py= [F. Äj2;n,, l^^ + [F, B]'^D,^, 1^ + . 



bcp 



bcp 



[^,^P]'=[<^,Ä]^I>,,^^+[<^,B]2lh,^^ 



+ • 
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Vergleicht man sie mit denen, dnreh die oben die Werte 
der Multiplikatoren k'^ fx\ . . . , bestimmt wurden, so kommt 

Wir haben also nach (1), was auch die Funktion cp 
sein mag, 



(5) 



[P, 9 -2'(^fc,.^ + ^K.B + . . .) ^]'= 0, 



Daher ist auch 

[f, H> -^(I>*., 4 + Dfc,,ß + • • •) ^J = 0, 

Nach (3) wird also sein 

[cp, (/;]=« = 

Dieser neue Ausdruck Mit ohne weiteres mit dem Aus- 
druck (1) in § 47 zusammen, zu dem wir oben gelangt sind. Man 
braucht nur zu bedenken, daß nach Fortlassung der mit -4, 5, ... 
behafteten und daher verschwindenden Glieder für beliebige 
Multiplikatoren A', ^', . . . , X[^ ^J, ... die Gleichung gilt 

[9.n^'^+KVp^ A'+ KW. ^]'+ '" 

8* 
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Anf den obigen Betrachtungen läßt sich eine nene Methode 
zur Ermittelang des Ausdrucks S begründen, den wir oben 
auf einen ziemlich umständlichen Wege gefunden haben. Diese 
Methode wird über die ganze Frage großes Licht verbreiten. 



Aus den obigen Betraehtungen wird ein anderer Weg zur Hcr- 
leitung des angegebenen Ansdrncks yon [<pj \p] gesnebt. 

§ 49. Die Größen q^^ q^, . . . , q^ sind nicht völlig be- 
stimmte Funktionen von 1^, §3, ..., f,,, da man zu ihnen 
die Funktionen F, (Z> , ... mit beliebigen Faktoren multipliziert 
addieren darf. Ebenso sind auch p^ , i>j , . . . , p^ nicht völlig 
bestimmte Funktionen von |j , |j, ..., ^j^, v^, «;,, ..., t?^, 
da man zu den in § 40 angegebenen Werten derselben die 
Funktionen F^ O, ..., Ä, B, ... mit beliebigen Faktoren 
multipliziert addieren darf. Wenn also der Ausdruck irgend 
einer Funktion rp dui'ch die Größen ^,-, v^ und zugleich der 
Ausdruck derselben Funktion cp durch die Größen q^j p^ gegeben 
wird, so kann man fragen, welche unter jenen verschiedenen 
Formen für die Werte der Größen q^^ p^ man auswählen muß, 
damit aus diesem Ausdruck von q) nach Ausführung der Sub- 
stitutionen jener gegebene hervorgeht. Ich sage nun folgendes: 

In dem Ausdruck einer beliebigen Funktion q) 
durch die Größen qi^Pi mögen die Werte der q^ irgend 
welche Formen annehmen, die sie vermöge der Glei- 
chungen F==0, <2) = 0, ... annehmen können, da- 
gegen werde den Werten der p^ die Form beigelegt, 
die sie in den Formeln des § 40 haben, und diese 
Form werde in keiner Weise mit Hilfe der Gleichungen 
F=0, <D = 0, ..., ^ = 0, 5=0, ... geändert. Dann 
kommt gerade diejenige Form der Funktion qp heraus, 
für die man hat 

[F, <ip]'=0, [O, cpj=0, ... 

Es wird nitmlich 

fF r/)l' = V-^^— V-^^M 
l ' /-J -f {,1, öt;, ^ H, hpi i>v^ ' 

Da aber angenommen wird, daß gemäß §40 identisch ge- 
setzt ist 
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so wii-d unter jener Voraussetzung 

Setzen wir dies ein, so erhalten wir 

^ ' ^^ 1^ ö^fc ^Pi ^2i ^Upi^ ^h ö^J' 

Nnn hat man aber 

da die Funktion F^ wenn man die durch die Größen q^ aus- 
gedrückten Werte der ^,- einsetzt, identisch verschwinden muß. 

Setzt man also in den -r— ^ die für die q^ angenommenen, 

oq^ 

durch die ^^ ausgedrückten Werte ein, so muß der Ausdrack 

yy ^-^ ^h 
^ Hu Mi 

in ein Aggregat von Gliedern übergehen, die nait F^ (2>, ... 
multipliziert sind. 21) Nach der obigen Formel folgt daher, daß 
auch der Ausdruck \F^ r/)]' in ein solches Aggregat übergeht, 
d. h. es gilt folgendes: Wenn in einer durch g^, q^^ ..., g^^, 
Vit Pii •••> Pm ausgedrückten Funktion für die p^ die 
Werte 

eingesetzt werden, dann an die Stelle der q^ irgend 
welche Funktionen der f,- gesetzt und schließlich mit 

Hilfe der fx — m Gleichungen i^=0, (Z) = 0, ... auch 

\t 

die Größen -r^ durch die ^,- ausgedrückt werden, so 

geht die Funktion q) in einen solchen Ausdruck in 
den ^., v^ über, daß die Größe 
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ein Aggregat von Gliedern wird, die mit F^ Ö>, ... 
multipliziert sind, und daher einen verschwindenden 
Wert hat. In derselben Weise zeigt man, daß die Ausdrücke 
[<Z>, cp]\ [F, ip]\ [(Z>, ipj, ... in ebensolche Aggregate über- 
gehen und daher verschwinden. Hat man die Funktionen der 
I,- gewählt, die an die Stelle der q^ gesetzt werden sollen, so 

erhält man die partiellen Ableitungen ^— ^*, ausgedrückt durch 

die ^,-, mit Hilfe der linearen Gleichungen 

h§, bqi '^ H, oft "^'""^ö§^ oft ' 



H, oft "^ö§, oft ■^•""^ b^^ oft 



. ^_Öft Ö|^ , ^ Ö|^ , ^ft ^gg 

Ö^i Oft "^öl, oft '^""^ b§u oft ' 

Hi Oft "^öl, oft "^'""^dgu oft ' 

ö|, oft "^ö?, oft "^*""^ö,^^ oft ' 

ö?, oft '^ H, oft "^""^ög^ oft' 



Wenn die Größen -^ mit Hilfe der Gleichuuffen F = 0^ 
oft 

(Z> == , . . . in solche Ausdrücke übergeführt werden , daß 

für jeden Wert von i identisch 

-f Älfc ög, -"' 4'd|4 bqt -"' ••• 

istj so wird die Funktion (p eine solche Form erhalten haben, 
daß die AusdiUcke 

[F, 9]', [ä>, 9>]', ••• 



1 
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sogar identisch verschwinden. Allgemein aber wird eine 
beliebig gegebene Funktion cp mit Hilfe der Gleichungen J. = 0, 
J?=z=0, ... auf eine Form gebracht, für die die Ausdrücke' 
[F^ r/)]', [Oy f/)]', ... identisch verschwinden, indem man m 
voneinander unabhängige, in bezug auf die v^ lineare Ausdrücke 

^t = «;^i + «;x + --- + 4"V 

wählt, deren Koeffizienten a(^') so als Funktionen der §^. be- 
stimmt werden, daß identisch 



wird. Ist z. B. /t — m = 2 , d. h. sind nur zwei Bedingungs- 
gleichungen oder Funktionen i^, O vorhanden, so kann man 
annehmen 



WO die ö^., /^^ durch die beiden Gleichungen 

bestimmt sind. Dies läßt sich leicht auf eine beliebige Zahl 
von Bedingungsgleichungen oder Funktionen F^ <Z> , ... aus- 
dehnen. Nachdem die linearen Funktionen w^ so bestimmt 
sind, daß sie den genannten Bedingungen genügen, kann man 
mit Hilfe der ^i — m Gleichungen ^ = , J5 = , ... die 
Größen «;^ , v, , . . . , Va aus der Funktion (p eliminieren , so 
daß sie nur eine Funktion der §,., w^ wird, und das ist der 
gesuchte Ausdruck* 
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Um den in § 47 angegebenen Ansdmck fftr S za finden, 
ist nur nötig zn zeigen, daß, so oft 

(1) [F,q>]' = 0, [O,<p]'=0, ... 

(2) [F,i(,]' = 0, [<D, i//]' = 0, ... 
ist, 

[g>, jf,] = [(p, V]' 

wird. Nennen wir nämlich <jp', xp" diejenigen Ausdrucke von 
g), rp, fflr die die Gleichungen (1), (2) stattfinden, nnd sei 

Dann folgt aas § 48, daß 

ipo=xp+klA + tilB+--- 
ist, wo 

und daß die Funktionen qo®, xfj^ keine andern Formen an- 
nehmen können, außer daß zu ihnen Glieder addiert werden 
dürfen , die mit F, Ö) , ... multipliziert sind. Es ist aber 
leicht zu erkennen, da die Gleichungen (1) und (2) f ür (jp = cf^y 
ip = xfj^ bestehen, daß der Ausdruck [cp^, xp^] bei Hinzuftigung 
solcher Glieder zu qp®, ip^ seinen Wert nicht ändert. Daraus 
ergibt sich 

[r/),i//]=[r/) + r^+^i'5+..., tp+X[Ä + fx\B+'-J=;^, 

weisen war. Ebenso zeigt man, daß, wei 
n (1) gelten, 

[q>,xp] = [cp,xp + l[Ä + fx[B+^^q 
ist. 

Der Satz aber, daß, so oft die Gleichungen (1) und (2) 
gelten, 

[g?, ip] = [(p, ipY 

ist, läßt sich folgendermaßen beweisen. 



was zu beweisen war. Ebenso zeigt man, daß, wenn nur die 
Gleichungen (1) gelten, 
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Fortsetzung. Es wird gezeigt, daß das dritte Integral, das sich 

aus zwei Integralen der dynamischen Gleichungen herstellen läßt, 

in keiner Weise von der Wahl der Veränderlichen ahhängt. 

§ 50. Ich habe oben nachgewiesen, daß für alle Formen 
der Funktionen 9), ip^ für die die Gleichungen (1), (2) 
des vorigen Paragraphen gelten, die Größe [cpy ipj 
denselben Wert bewahrt. Man darf daher annehmen, 
daß (jp, 1/; die Funktionen sind, die aus ihren Ausdrücken 
durch die Größen qj^, pj^ dadurch hervorgehen, daß man für 
pj, den Ausdruck 

^' "'^qjc^ '^U^ ^"'Hk 

setzt; denn ihnen kommt, wie wir oben gesehen haben, jene 
Eigenschaft zu. Für diese Funktionen cp, xp hat man aber 

öii ^ ö^fe Hi "^-r ^Pk ö^i ' 

bVi ^ bpf, hVi ^ bpj, hqk ' 
und ähnliche Formeln gelten für die Funktion ip. Es wird daher 
h(p hip hcp hip 

if^Uu ^Pk' ^Qk ^Pk'l ^Si Hk' 
+ '^/l£_ _^ __ _^ ^9 \ ^Pk Hi^ . 

l!y\^Pk ^Pk' ^Pk ^Pkfl ö?« ^Qk' ' 

In die3em Ausdruck sind dem Index i die Werte 1, 2, ..., fi 
beizulegen, und dann ist eine neue Summation vorzunehmen. 
Es wird aber 

^ ö,^. ög^- ög^r ' ^ öf, ö^,. ög;.- 

außer in dem Falle , wo in der ersten Formel k = k' wird ; 
dann kommt nämlich die Einheit heraus. Bei jener neuen 
Summation verschwinden also alle Glieder außer 

yf|/ö^ öj/;__ Ö£ hip\ yT(^Jk ^1 ^yr/^ hip^^h^ iUp\ 
^ I lö Ö'Ä ^Pk ^Pk^W'T^ ^i ^W ^\^n ^Pk ^Pk ^ W 
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Es ergibt sich mithin 

d.h. 

was zu beweisen war. 

Dui'ch genau denselben Beweis läßt sich leicht zeigen, 
daß, wenn überhaupt keine Bedingungsgleichungen 
zwischen den ^,- vorhanden sind, also fi = m ist, 
immer 

[cp, xp] = [fp, tpy 
wird, d. h. 

hcp hip h(p hlp _i_ ^9^ ^^ 

h(p bip hcp hxp hcp blp 

bp^ bq^ bp^ bq^ ^Pm^qm 

bq) bxp bcp bxp _i_^^P ^^ 

bcp b(p bcp bip bcp bifj 

bv^ bS^ bv^ ö^j bvu b^^ 

Daraus geht hervor, daß die Größe [(p^ ip] in keiner 
Weise von der Wahl der Veränderlichen g, abhängt, 
sondern nur von der innersten Natur der Funktionen 
cp und ip. Hieraus ergibt sich auch, daß, wenn 

q) = Konst., ip = Eonst. 

zwei Integrale des Systems gewöhnlicher DiflFerentialgleichungen 

dq^^bH dp^__bH 
dt bp^^ dt bq^ 

sind, das durch die Gleichung 

[cp, ip] = Konst. 

gegetjene dritte Integral derselben Differentialglei- 
chungen in keiner Weise von der Wahl der Veränder- 
lichen abhängt. 22) 
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Das Theorem von der Anffindang eines dritten Integrals ans zweien 
wird auf den Fall ausgedehnt, wo Bedingnngsgleichnngen zwischen 
den Veränderlichen hestehen. — Über die Beziehungen, die zwischen 
den auf das Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kräfte und das 
Prinzip der Erhaltung des Schwerpunktes bezüglichen Integralen 

stattfinden. 

§ 51. Nehmen wir an, die Gleichung 

q) = Eonst 

sei ein Integral der in § 45 (2) angegebenen gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

dt~hVi' dt~ b^, *d|i *ö?,. 

und die Funktion q> sei überdies so beschaffen, daß 
identisch 

[<p,K\'=0, [cp,F]-==0, [rp, a)]'=0, ... 

ist. Ich behaupte, daß dann 

[cp, xp] = [cp, \p\ 

sein wird, was auch die Funktion i/; sein mag. Nach 
Theorem V in § 26 wird nämlich identisch, was auch die 
Funktionen F^ H^ (p sein mögen, 

[F, [cp, HJ]'+ i<p, [E, F]'y+ [F, [F, «jp]']' = . 

Im vorliegenden Falle ist also identisch 

i<p, [H, n]'=0, d.h. [q,, ^]'=0, 

und in derselben Weise erhält man identisch 

[f/>, S]'=0. 

Ich habe aber in § 48 bewiesen, daß, so oft 

[(jP, n=0, [(p, <»]'=0, ... 

W,xp\ = [cp, iiJ-\- i[Ä + ,«;ß +...]' 

wird, woraus folgt 



ist, 
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Hiemach wird im vorliegenden Falle, wo, wie wir gesehen 
haben [(jp, .4]', [y, B]\ . . . verschwinden, 

[r/), ip] = [(py \p], 
was zn beweisen war. 

Mit Hilfe des vorstehenden Satzes läßt sich aus dem 
Theorem VI das folgende Theorem herleiten: 

Theorem VII. 
F^ (Z>, ... seien beliebige Funktionen der Größen 
?ij ?27 •••? ?.U7 ^°d öS sei identisch 

> 

ferner habe man identisch 

__öFö^_öirÖ2> __ ög öy _ 

so daß cp = Konst. ein Integral des Systems gewöhn- 
licher Differentialgleichungen 

dt~hVi' dt ~ b^i ug,. *di; 

wird, wobei wir von den Größen §^, ^,, . . . , ^a an- 
nehmen, daß sie den Bedingungen F= 0, .(Z> = 0, ... 
unterworfen sind; endlich sei ?/; = Konst. irgend ein 
anderes Integral derselben Gleichungen. Alsdann 
wird auch die Gleichung 

hcpbip bcp bip i_^9 ^^ 

öi; ö^ + öi; ö7, "^ ^ öi;; H. 

_^.^*/^_A^^ Ö£Ö^^ g.^^^^ 

ein Integral der angegebenen gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen sein. 23) 
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Ich will von dem vorstehenden Theorem eine Anwendung 
machen auf die Integrale, die sich auf das Prinzip der Er- 
haltung der Flächen und das der Erhaltung des Schwer- 
punktes beziehen. 

Bezeichnen a;,-, 2/tj ^i ^i® rechtwinkligen Koordinaten des 
Punktes mit der Masse m^^ so hat man drei Integrale, die 
sich auf das Prinzip von der Erhaltung der Flächen 
beziehen 

Konst. = 9>^ =^'^i iVi^i — ^iVi) , 
Konst. = cp^ = ^ m^ {z^x/ — x^x^) , 
Konst. == f/)3 =^mi[x^y--- y^x-). 

Sie sind bekanntlich immer vorhanden, wenn die auf die 
Punkte des Systems wirkenden Kräfte Anziehungen oder Ab- 
stoßungen sind, und zwar entweder gegenseitige oder gegen 
den Koordinatenanfang gerichtete, und wenn außerdem das 
System durch die ihm auferlegten Bedingungen in keiner Weise 
gehindert wird , frei um den Anfangspunkt zu rotieren. _ So 
oft ^jf. eine der Größen a:,-, «/,-, z^ bezeichnet, wird für vic 
(vgl. § 44) bezüglich zu setzen sein m,a:/, m,i//, m^z{. Be- 
zeichnet daher ifj irgend eine andere Funktion der x^, 2/t, ^i) 
^ij Vi 7 ^ii so wu-d 

IPi^ V^J ^mi\hyi by-'^bZi hz{ hy/ hy^ hz{ bzj 

und ähnliche Formeln erhält man bezüglich der Funktionen 
g?,, 9)3. In dem Falle, den wir betrachten, gelten die in 
Theorem VII geforderten Bedingungen, wenn wir als Funktion g) 
eine der Funktionen rp^, cp^^ cp^ annehmen. So oft also 
jp == Konst. ebenfalls ein Integral des Problems ist, und zwar 
irgend eins, ergibt sich aus jenem Theorem 



(1) 



K,n..._[,„,r=^(V^-./0+,,||-.,».«), 
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Wenn wir in diesen Formeln, was erlaubt ist, ^ eine der 
Funktionen q>^, cp^^ cp^ sein lassen, so findet sich leicht 

(2) \ [(Pzj Vi]'=ViJ 

So oft bei einem mechanischen Problem das Prinzip von 
der Erhaltung der Flächen gilt, sind die identischen Gleichungen 
erfüllt, die wir in Theorem VII annehmen, vorausgesetzt, daß 
in jenem Theorem für (p eine der Funktionen 9?^, f/),, cp^ 
gesetzt wird. Denn jene in Theorem VII angegebenen iden- 
tischen Gleichungen machen gerade den Charakter der Er- 
haltung aus, von dem das mechanische Prinzip seinen Namen 
hat. Wir können daher auf die obigen Formeln das Theorem VII 
anwenden, d. h. wenn (p = Konst. ein auf das Prinzip der 
Erhaltung der Flächen bezügliches Integral ist und ip = Konst. 
irgend ein anderes Integral eines mechanischen Problems, bei 
dem jenes Prinzip gilt, so wird sein: 

(3) [cp, ip] = [cp, ip]'. 

Es fließen also aus den obigen drei Formeln (2) auch die 
drei folgenden: 

W [9^1 9^3] = <PiJ [9^37 Vi] = 9^27 ['PiJ 9>i] = 9^3- 
In der Formel (3) kann die Funktion cp eine der Funktionen 
Vii 9^2 > 9^3 ^^®^ irgend eine Funktion derselben bezeichnen. 

Aus den Formeln (4) ersehen wir folgendes: Wenn die 
allgemeine Regel, nach der, wie wir gesehen haben, aus zwei 
Integralen ein drittes gebildet werden kann, auf die drei Inte- 
grale angewendet wird, die das Prinzip der Erhaltung der 
Flächen liefert, so erzeugen diese Integrale nur sich selbst, 
und man gelangt in diesem Falle durch jene Regel zu keinen 
neuen Integralen. Es kann aber bemerkt werden, daß nach 
jener Regel von den drei Integralen je zwei das dritte liefern, 
womit gezeigt ist, daß bei einem mechanischen Problem un- 
möglich nur zwei solche Integrale da sein können, während das 
dritte fehlt. Das wird hier durch rein analytische Sätze ohne 
Hilfe geometrischer Betrachtungen festgestellt. 

Setzen wir 
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so machen die drei Integrale 

%i = Konst., %^ = Konst., Xs = Konst. 

das Prinzip von der Erhaltung des Schwerpunktes aus. 
Man findet aber, wenn man in (1) für ip der Reihe nach 
Xij X^y Xz setzt, 

[ l^Pii Xi]'= , [cp,, xj= Xzi [^Piy Xj= — Xi, 

(5)j iVi, XiJ= — Xzj [Vi, XtY= , [f/),, ^3]'= Xi, 

1 [Vzi Xj= X^, VPzj X^]'=^—Xi, [<Pz, %»]'= . 

Aus diesen Formeln folgt, was sich auch durch geometrische 
Betrachtungen beweisen läßt, daß nämlich, so oft das Prinzip 
der Erhaltung der Flächen gilt, jedes der drei Integrale, die das 
Prinzip der Erhaltung des Schwerpunktes betreffen, die beiden 
übrigen nach sich zieht. Wenn von den drei Integralen, die das 
Prinzip der Erhaltung der Flächen betreffen, eins gilt, etwa 
cp^ = Konst., so erzeugt dieses und das Integral Xk = Konst. 
kein anderes; dagegen bringt das Integral cp^ = Konst. und 
eins der Integrale x^ = Konst., Xz = Konst. das andere hervor. 
Nach Theorem VII gelten die Formeln (5) auch, wenn die 
Striche oben fortgelassen werden. 



Die einfachen Störangsformeln , die aus dem angegebenen System 
von Integralen erhalten werden. 



§ 52. Kehren wir zurück 
Differentialgleichungen 


zn dem System gewöhnlicher 


(1) • 


dt ^p^ ' dt 


bi^j' ' dt 




dPi _ ^f dp^ _ 
dt öff, ' dt 


i>f dp^_ 
bq^ ' ' dt 


^9m 


Ihre Integrale 






^f^H=a, H,=a„ 


fis = »«> •••> -Sw-i 


= «OT-t > 


\^) 1 


H'=b+t, n[ = h„ 


ff^ = 6„...,fl^_, 


— *m-t 



habe ich in § 34 in einer solchen Form finden gelehrt, daß 
identisch ist 

(3) [Ei, H„\ = 0, [Ei, Sfc'] = 0, [E;, E^] = 
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mit Ausnahme des Falles, wo in dem Ausdruck [5,., Hff.'] 
i = k wird; dann' hat man nämlich 

(4) [Hi, Hi] = - 1 oder. [H/, H^] = 1. 

Diese Gleichungen bewirken, daß für die Form, unter der 
wir die Integrale gefunden haben, auch die auf das gestörte 
Problem bezüglichen Formeln eine ganz einfache Gestalt an- 
nehmen. 

Betrachten wir in der Tat in den gefundenen Integralen 
die Größen a, a,, ..., a^^_4, ft, 6^ , ..., hyf^_^ als Funk- 
tionen von t^ die so beschaffen sind, daß die Integrale nun- 
mehr den Differentialgleichungen gentigen: 

dt öi?.j ö^^ ' dt ö^^ ö^j ^ 



(5) 



dt hp^ hp^ ' dt bq^ bq^ ^ 



dqm _ }f_ , öi2 dpy^ _ ^f ^^^ 



dt bpyy, bPy,^ dt ö ^,„ bq 



m 



Dabei bezeichne ß irgend eine Funk;tion von ^, g^, q^, . . . , q^^^ 
P\) Pii • • M Pm- ^^s ^s* ®^^® zuerst von Hamilton bekannt 
gemachte Ausdehnung der gewöhnlichen Störungsformeln, wäh- 
rend gewöhnlich angenommen wird, daß die Störungsfunktion 
ß die Größen i?^ , i?^ , • . . , Pm nicht enthält 2^) So oft 
nämlich die Funktion ß die p^ nicht enthält, wird nach (5) 
wie in (1) 

dq^^bf^ 

dt bpi ' 

d.h. die ersten Ableitungen -^, -f~-, •♦•, —^ drücken 

dt dt 'dt 

sich bei dem gestörten Problem ebenso durch /, q,, q^^ ..., q^^, 
Pu P^i • • • j Pm ^^ä ^^^ ^^^ ^^°^ nicht gestörten. Da nun 
bei beiden Problemen q,, q^^ ..., g'^, p,^ ^,, ..., ^^^^ in 
derselben Weise von t und von den Elementen a, a^, . .., a^^^, 
fe, 6j, ..., h^n-\ abhängen, die nur bei dem zweiten Problem 
als Veränderliche angesehen werden, so drücken sich auch 

die ersten Ableitungen -f;-? — r^? •••» — tt^ durch die Zeit 
dt dt ^ dt 



'^ 
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und die Elemente bei dem gestörten und bei dem ungestörten 
Problem mittels derselben Formeln aus. Das ist die gewöhn- 
liche Annahme. Bei der Verallgemeinerung aber, die ich im 
Anschluß an Hamilton angegeben habe, drücken sich zwar bei 
beiden Problemen die Veränderlichen g»,-, p^ alle in derselben 
Weise durch die Zeit und die Elemente aus, während sich die 
ersten Ableitungen in verschiedener Weise durch die q^ und p^ 
und daher auch in verschiedener Weise durch die Zeit und 
die Elemente ausdrücken. 

Differentiiert man (2) und setzt (5) ein, so erhält man: 

^ = [Hi,f]+[Si, ßj, 

^ = [H,\f] + [H,',ii], 

ausgenommen nur die Formel, die man für das Element b 
findet: 

^ + l=.[H',f] + [H', ß]. 

Wir haben aber nach (3), (4): 

[Hi, f] = [Ei, H] = 0, [H/, f] = [H;, H] = 0, 

außerdem 

[H', f] = [H', fi] = 1 ; 

mithin wird für jeden Wert von i\ 

dai 



(6) 






Wenn in diesen Formeln nach Bildung der Ausdrücke rechts 
mit Hilfe der Gleichungen (2) an Stelle der Veränderlichen 
?ij ?4j --M qmj Pii P%j "1 Pm als Veränderliche die a, a,, 
..., a^_^, b/b^j ,.., b^_^ eingeführt werden, so werden die 
Formeln (6) 2 m gewöhiiliche Differentialgleichungen zwischen 
diesen und t Durch diese Differentialgleichungen sind die 
Elemente a,*, b^ als Funktionen von t zu bestimmen. Man 

Ostwalds Klassiker. 156. 9 
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hat aber, wenn wir die in den Ausdrücken rechts anftretende 
Funktion ii durch die Elemente a^, b^ und t ausgedrückt 
denken, 

da a,- = iZ,., 6,- = fi^' ist. Nach (3) verschwinden nun die 

mit den partiellen Ableitungen ^ — , — — behafteten Glieder 
sämtlich außer ^^^' ^^fc 

mithin wird 







[h;, ß] = 


öß 






Die Formeln (6) gehen somit in 


folgend( 


i über 






[ daf 


bß 






(7) 




dt 


■d6,' 








dbi 


öß 










dt 


ba,- 






oder 










da 
dt 


06 ' 


db 

dt 


= 


öß 
öa ' 


da, 
dt 




db, 
dt 


= 


da. ' 


da^ 
dt 


hü 


db^ 
dt 


= - 


öß 
da, ' 


ddfn-i 




öß 


dK-< 




öß 



(^^ 



ö*m-i ' 



dt 



öa^.i 



Diese für die Ableitungen der gestörten Elemente gefundenen 
Formeln sind von hervorragender Einfachheit. 
Hieraus geht folgendes Theorem hervor: 



' dt 




' dt -' 


Hm' 
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*) Ein gewisses angenähertes Problem sei in Gleichnngen 
folgender Art enthalten: 

dt bp^ ' dt hp^ ' 

^^___ö/^ dp^ ^ hf 
dt bqy ^ dt bq^ ^ 

wobei /"irgend eine Funktion der ^,, p^ bezeichnet. Für dieses 
System seien 

f=H=a^ ^1 = »i , . . . , ^m-i = «m-i 

Integrale ) die nach der oben auseinandergesetzten Methode 
gefunden sind, a, a^ , ..., a^_^ sind willkürliche Konstanten, 
die in den Funktionen H^ H^^ ..., H^_^ nicht vorkommen, 
und die Funktionen JT, iT, , . . . , H^_^ genügen identisch den 
Gleichungen 

Wenn man dann mit Hilfe der Gleichungen 

H= a, /Z^ = a^ , . . . , Hm-^i = «m-i 

die Werte der p^ durch q^j q^y . . . , ^»^ und die willkürlichen 
Konstanten a , a^^ . . . , a^_i darstellt, so wird 

ein integrabler Ausdruck und 

werden endliche Gleichungen des angenäherten Problems, wobei 
^, b^f ..., fe^_^ neue willkürliche Konstanten bezeichnen. Es 
sei nun das gestörte Problem in den folgenden Gleichungen 
enthalten 



*) Von hier bis zu Anfang des § 53 findet sich eine Lücke in 
dem Manuskript. Ich habe mir erlaubt, sie mit dem Gegenstande 
auszufällen, dessen Behandlung Jacobi an dieser Stelle ohne Zweifel 
beabsichtigt hatte. Clebsch, 

9* 
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dt hp^ ' dt 

dT\ a(/+fi) dp^_ 






dq^^ h{f+£2) 



dt hq, ' dt bg-, ' ' dt bg^ ' 

wobei die Störimgsfnnktion ü irgend eine Funktion von t, q^, 
Qtt •••> imi Pi^ Ptt •••» 1*«» bezeichne. Man drücke mit 
Hilfe der Integralgleichnngen des angenäherten Problems 9,, 
9») •••! ?m) Pi> Pit •••> Pm sowie die Funktion ß durch 



a, a^, ..., o>fn-ii b, 6,, ..., 6,«_,, t aus. Ftthrt man dann 
die Größen a, a^, ..., a»,_4, b, b^, ..., b^^^ anstelle von 
?4. 9i, •". ?w) i».. Pt, ■■■> Pm als Veränderliche ein, so 
gehen die Differentialgleichungen des gestörten Problems in 
folgende über: 


da bß 
dt~ bft ' 


da, bß <^«m-i 


bß 


db bß 


db, bß d6„_, 


bß 


dt~ ba ' 


i< ~ ba, ' ' dt ~ 


•»«OT-l 



Ihrer Form nach sind sie den vorgelegten Gleichungen ähnlich. 

Die Störungsformeln und das Theorem über die Auffindung eines 

dritten Integrals aus zweien werden auf den Fall ausgedehnt, 

daß die Funktion f auch t explizite enthält. 

§ 53. Die im vorigen Paragraphen mitgeteilten Störungs- 
formeln ändern sich in keiner Weise, wenn die Funktion f 
t auch explizite enthält. Werden nämlich im vorigen Para- 
graphen die betreffenden Änderungen ausgeführt, so finden 
wir, wenn die gestörten Differentialgleichungen 

dgu^ hif+ii) dq,^ Hf+ii) dq^^ Hf+Ü) 

dt hp^ ' dt öi?4 ' " ' dt hp^ ' 

Hf+Ü) dp, h(f+i2) 



dp^ 

dt ' 



^Qi 



dt 



hq. 



dPm 
dt 



Hm 



gegeben sind, daß die Differentialformehi der gestörten Elemente 
folgende werden: 



da, bß 
dt ~ U, ' 


da^ 
dt ~ 


bß 
b6.'- 


da^_ 
' dt -' 


bß 


db, bß 
dt ~ ha, ' 


db^ 
dt 


bß 
ba.' • 


dbm_ 
■' dt ~ 


bß 
ha„ 



^ 
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Ich will hinzafügen, daß auch das Theorem VI des § 27 gilt, 
wenn die Funktion f das t enthält. Bezeichnen also 

q) = Konst. , xjj = Konst. 

irgend zwei Integrale der Gleichungen 

dt bp^ ' dt hp^' '"' dt 6i?^' 

^*== — ^ ^« = — 1^ ... ^-Pm^ ^f 
dt ög^' dt hq^^ '"^ dt bq^' 

so wird 

[cpj \f)] = Konst. 

ein drittes Integral. Damit nämlich 9) = Konst., i// = Konst. 
Integrale der angegebenen Differentialgleichungen seien, muß 

vermöge derselben identisch -~ = , -^ = werden oder 

dt dt 

Mithin geht die aus Theorem V in § 26 zu entnehmende 
Identität 

durch Einsetzung der identischen Gleichungen 
in folgende über: 

= ([«., «,/] + %^l = o. 

Sie fällt vermöge der vorgelegten Differentialgleichungen 
mit der Gleichung 

dt 

zusammen, die zu beweisen war. Den vorstehenden Satz hat 
in der Verallgemeinerung, wie wir ihn angegeben haben, schon 
der berühmte Poisson veröffentlicht. 2») 
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Über das Integral, dareb dessen Variation die djnamiseben Glei- 

cbnngen abgeleitet werden ancb in dem Falle, wo die Funktion 

f oder U das t explizite enthält. 

§ 54. Wenn bei mechanischen Problemen die Funktion f 
noch t explizite enthält, ein Fall, den wir im obigen be- 
trachtet haben, so hören die allgemeinen Prinzipe von der 
Erhaltung der lebendigen Kräfte, der Flächen, des Schwer- 
punktes auf zu gelten. Nur an Stelle des Prinzips der kleinsten 
Wirkung kann man ein anderes ähnliches aufstellen, das auch 
in diesem Falle gilt, t als die unabhängige Veränderliche 
werde nicht variiert, sondern nur die Funktionen derselben 
-?i7 <l%i • • • , ^mi Pi, Pi, • • • > Pmj lind man stelle die Glei- 
chungen auf 

dt bp^ ' dt bp^' '"' dt hp^' 

auf Grund deren p^, ^,, . . . , i?^ durch t, q^, q^, ,.., q^, 
dq^ dq^ dq^ 

dt ' dt ' '"' dt 
Differentialgleichungen 

^^__^ ^^_^ ^^ ^ 

dt hq^ ' dt bq^^ '"' dt hq.^ 



, -y— , - , -j— bestimmt werden : dann sind die übrigen 



m 



in der einen s3anbolischen Gleichung enthalten 

= -^ {Pi ^2i +^4 <5^4 H hPm ^?m) • 

Das findet auch statt, wenn in f das t explizite vorkommt, 
da das t ungeändert bleibt. Durch Integration der obigen 
Gleichung ergibt sich, wenn für die Grenzen von t alle Varia- 
tionen öqi verschwinden, d. h. die Größen q^ gegebene Werte 
annehmen müssen: 



(2) 



^/(-•f+'"^+-+^"^-^)* = "- 



Die Formel (1) ist dieselbe wie die in § 37 angegebene, 
wenn nur H an Stelle von f geschrieben wird; damals war 
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jedoch vorausgesetzt, daJß H oder f das t explizite nicht ent- 
hält. Wir haben damals auch gesehen, daß bei den mecha- 
nischen Anwendungen der Ausdruck, der in (2) unter dem 
Integralzeichen steht, 



ist. T bedeutet immer noch die Summe der lebendigen Kräfte 
und ?7eine Funktion der Koordinaten cc,, y,, x^^ deren partielle 
Ableitungen nach x^^ ]/,, z^ die bewegenden Kräfte ausdrücken, 
durch die die Masse m^ nach den Richtungen der Koordinaten- 
achsen angetrieben wird. Diese Funktion U enthält in dem 
von uns betrachteten Falle t auch explizite. Bei den mecha- 
nischen Problemen wird also, wenn auch U das t explizite 
enthält, die Gleichung gelten: 

(3) df{T+U)dt = 0. 

Sie vertritt in diesem Falle gewissermaßen das Prinzip der 
kleinsten Wirkung. Soviel ich sehe, ist die Gleichung (3) zum 
ersten Male von Hamilton in den schon öfter zitierten Ab- 
handlungen angewandt worden. Sie eignet sich sogar noch 
mehr für die Ableitung der dynamischen Differentialgleichungen 
als jenes Prinzip. Und nicht dieses ist es, wie die Mathe- 
matiker meinten, sondern jene Gleichung, die dem statischen 
Prinzip der Ruhe entspricht. Von dem Integral y( T + U)dt 
gilt nicht, was man vom Prinzip der kleinsten Wirkung be- 
weisen kann, daß das Integral, dessen Variation verschwindet, 
immer ein Minimum wird, vorausgesetzt, daß das Integral 
nicht über ein zu großes Intervall erstreckt ist. Denn jenes 
Integral wird auch für noch so enge Intervalle in manchen 
Fällen ein Minimum, in manchen ein Maximum, in manchen 
keins von beiden. 2«) 



Über eine gewisse Verbindung des Prinzips der Erhaltung der 

lebendigen Kräfte mit dem Prinzip der Erhaltung der Flächen, 

die in manchen Fällen auch gilt, wenn die Funktion U das t 

explizite enthält. 

§ 55. So oft U das t enthält, gilt weder das Prinzip von 
der Erhaltung der lebendigen Kräfte noch das von der Ei- 
haltung der Flächen. Wir wollen nun zusehen, ob nicht in 
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gewissen Fällen eine Verbindung beider statthaben kann, 
vorgelegten Gleichnngen seien 



Die 



(1) 






dt" 



bx^ 



m 



hO 






dt^ 



d'Xi bU , , 
* dt^ bXi ^ * 






wobei F=Oj © = 0, ... die Bedingungsgleichungen dar- 
stellen, und i die Werte 1, 2, . . . , n zukommen, wenn n die 
Anzahl der materiellen Punkte des Systems ist. Es sind das 
die bekannten dynamischen Formeln. Ich nehme aber jetzt 
an, daß die Funktion U auch t enthält. Multipliziert man die 
dx,. dyi dXi 



Gleichungen (1) mit 



* und summiert, so ergibt sich 



(2) 



dt ' dt ' dt 

dt "^ ht 

, . . . multiplizierten Glieder verschwinden 
vermöge der Bedingungsgleichungen. 

Damit in bezug auf die Ebene der Koordinaten x, y das 
Prinzip von der Erhaltung der Flächen gelte, müssen zunächst 
die Bedingungsgleichungen so beschaffen sein, daß identisch ist 



Die mit A^, X^ 



(3) 






Femer muß auch die Funktion ü, von der die bewegenden 
Kräfte abhängen, so beschaffen sein, daß identisch ist 



^1 hU bU\ . 



Es ist aber, damit man in dem betrachteten Falle ein Inte- 
gral erhält, nicht nötig, daß der Ausdruck auf der linken 



^ 
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Seite der vorstehenden Gleichung verschwinde. Da nämlich 
ans (1) folgt 

und ans (2) das Integral des Ansdrocks -jr- erhalten wird, so 
ist nur nötig, daß man identisch hat: 

WO a eine Konstante bezeichnet. In diesem Falle gewinnt 
man nämlich aus (2) und (3) das folgende Integral der vor- 
gelegten Differentialgleichuiigen : 

(6) a{T- U)+2;mi(yi^ -x,^^^ = Kor^st, 

d. h. man erhält eine gewisse Verbindung der Prinzipe 
der Erhaltung der lebendigen Kräfte und der Flächen. 

Es bleibt noch übrig, die Funktion U so zu bestimmen, 
daß der Gleichung (5) identisch genügt wird, und zu erforschen, 
was für mechanische Probleme es sind, die einer so bestimmten 
Funktion entsprechen. 

Die bekannten Vorschriften für die Integration der linearen 
partiellen Differentialgleichungen lehren, daß U eine beliebige 
Funktion der Integrale des folgenden Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen bezeichnen darf: 



dt: 


dxi : 


dx^ : • • 


• : dxn-. dy^ : dy^ : 


= a : 


-y*: 


— Vi--- 


•'•—yn' s»«: «»: 



Diese Integrale sind die Funktionen, die bei der Integration 
der Gleichungen willkürlichen Konstanten gleich werden. Den 
Differentialgleichungen 

dx^\ dx^\'": dxn : dy^ :dy^: -" : dy^ 

= — 2/i '. — 2/2 ^ • • • • — 2/n : ^i'- a^, : • • • : ^n 

wird genügt durch die Gleichungen: 

Xi = ai cos {rp + ßi) , yi = «< sin (cp + ß^) , 

in denen a,-, /?,-, willkürliche Konstanten sind, und cp irgend 
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eine Funktion von t bezeichnen kann. Diese Funktion wird 
bestimmt durch die Proportion 

dt: a =^ dx^ : — ^^ = dcp : 1, 
woraus folgt 

aq) = t. 

Führt man an Stelle der rechtwinkligen Koordinaten Polar- 
koordinaten ein, indem man setzt 

x^ = r,cosv,-, y^ = r^sini?,-, 

und schreibt man y statt der Konstanten — , so wird 
' • a 

Die allgemeinste Form einer Punktion 27, die der Glei- 
chung (5) identisch genügt, ist also eine willkürliche Funktion 

von den n- und den V: — yt = Vi , d. h. eine Funktion 

der auf die [x^ «/j-Ebene projizierten Entfernungen der materi- 
ellen Punkte vom Anfangspunkt und der Winkel, den diese 
projizierten Entfernungen mit einer Geraden bilden, die in jener 
Ebene gleichförmig um den Anfangspunkt rotiert. 
Außerdem kann die Funktion U die Größen x^ in irgend einer 
Weise enthalten. 

Es steht fest, daß den Gleichungen (3) genügt wird, wenn 
F, (Z>, ... Funktionen der r,- und der Differenzen der v^ sind. 
Wir haben somit den Satz: 

Nehmen wir an, daß in den dynamischen Differen- 
tialgleichungen (1), wenn man ic, == r, cos v^ , t/^ = r,sint;j 
setzt, die Funktionen F, Ö>, ... außer den Größen z^y r,- 
nur die Differenzen der v^ enthalten, daß ferner U 
eine Funktion der Größen ^,-, r^ und v^ — yt ist, wobei 
y eine Konstante bedeutet. Dann wird 

ein Integral der Gleichungen (1) sein. 

Das gefundene Integral läßt sich auch so schreiben 

(7) T-U- y^rrii r] ^ = Konst. 

oder auch 
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+ C7+Konst. 

Die linke Seite der Gleichung (8) ist die Summe der leben- 
digen Kräfte des Systems, voraasgesetzt, daß das System auf 
bewegliche Achsen der Koordinaten a;, y bezogen wird, die in 
ihrer Ebene gleichförmig um den Anfangspunkt rotieren. 

Die Differentialgleichungen (1) lassen sich bekanntlich auch 
so darstellen 



(9) 



Wird 



d l ^dvA hU . hF , , hO 

^i -Ji Vi ^1 =x ^Kl ^" ^« T" 

* dt\* dtj ov^ * Qv^ * (sv^ 



"f- 



+ 



m, 



d^i 
dt^ '' 






bz^ 



IV ^ = t;,- — yt 



gesetzt, so ist U eine Funktion der r,-, w;,-. z^, die außer diesen 
Größen t selbst nicht enthält. Die Gleichungen (9) werden 
dann 



(10) 



d I ^dwA dr\ 






dt 
drj 



hVi 












+>;:r+^4Ä;;7:+^iö^^.+' 






öD\ , öi^ , , bm 

b%i ^ hz^ ^hzi 



Multipliziert man die drei obigen Gleichungen mit dr,-, dw^^ dz^ 
und erteilt in den Produkten dem i die Werte 1 , 2 , . . . , n, 
so liefert die Summe aller leicht das gefundene Integral (8). 
dr^ dw^ 



Denn die beiden mit r:-j^ .^ 
at dt 



multiplizierten Glieder zerstören 
sich gegenseitig, und es wird sein 

bF , ^^bF , ^«ttÖÖ) , ^^bO 



> -— dwi = > --- dv: , > - — dwt — > -r — 



dvi, 



r 
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da nach der oben über die Fnnktionen F^ 0, ... gemachten 
Voraussetzung identisch 

^— = 0, vi^ = o,... 

ist. Differentialgleichungen, die den Gleichungen (10) ähnlich 
sind, hat der berühmte Laplace in seinem Werk über Himmels- 
mechanik angegeben, als er die wahre Bewegung eines Pla- 
neten um seinen eignen Mittelpunkt suchte, während die 
obigen Formeln für die Frage geeignet sind, wo bei zwei 
Planeten die wahre Bewegung des einen um den Mittelpunkt 
des andern betrachtet wird. 

Die Funktion U erfreut sich der oben vorgeschriebenen 
Form, so oft die Punkte m^ sich gegenseitig anziehen 
und von irgendwievielen Zentren angezogen werden, 
die um die ;i;-Achse gleichförmig mit gemeinsamer 
Rotationsgeschwindigkeit rotieren, und auf die weder 
sie selbst, noch die Punkte m^ wirken. Diese Zentra 
können auch durch feste Körper von beliebiger äußerer Gestalt 
und innerer Beschaffenheit ersetzt werden, die um die ;?;- Achse 
mit derselben konstanten Geschwindigkeit rotieren, und überdies 
weder voneinander noch von den Punkten m,- gestört werden. 
In allen diesen Fällen wird das eine angegebene Integral gelten. 
Solche Fälle bieten sich dar beim Dreikörperproblem, wenn man, 
was zunächst erlaubt ist, annimmt, daß der Hauptkörper und der 
störende Körper in einer festen Ebene gleichförmig um ihren 
gemeinsamen Schwerpunkt rotieren. Das angegebene Integral 
wird also bei dem Dreikörperproblem hinsichtlich aller Poten- 
zen der Exzentrizität und Neigung des gestörten Körpers und 
der Masse des störenden Körpers richtig sein, unter Fortlassnng 
der von der Exzentrizität und Neigung des störenden Körpers 
und der Masse des gestöiten Körpers abhängigen Glieder. 



Es wird gezeigt, wie sich sowohl durch die Gleichung der Erhal- 
tung der lebendigen Kräfte als auch durch eine auf die Erhaltung 
der Flächen bezügliche Gleichung die Ordnung der Integrationen 
um zwei Einheiten erniedrigt. Das gilt keineswegs für jedes 
Integral der dynamischen Gleichungen. 

§ 56. So oft die Funktion U das t nicht explizite enthält, 
mithin das Piinzip von der Erhaltung der lebendigen Kräfte gilt, 
erniedrigt das eine Integral, in dem jenes Prinzip enthalten 
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ist, die Ordnung der Differentiationen nm zwei Einheiten. Es 
seien nämlich wieder die 2 m folgenden Differentialgleichungen 
gegeben 

dt hp^ ' dt bq^ 

Wenn U und daher auch H = T — U das t nicht enthält, so 
lassen sieh jene Gleichungen so schreiben 



dq^ -.dq^:- 


■■:dq^: 


dp,: 


dp^:-- 


■•• ^Pm 


bp^ • öiJ, ■ 


bH 
"'^Pm' 


bH 
bq,- 


bH _ 


bH 
Mm 



Das sind 2m — 1 Differentialgleichungen erster Ordnung, sie 
vertreten also eine Differentialgleichung (2 m — l)-ter Ordnung, 
die durch das vom Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kräfte 
gelieferte Integral auf die (2 m — 2)-te Ordnung reduziert wird. 
Wenn dagegen ?7, also auch jET, das t enthält, so vertreten die 
vorgelegten Differentialgleichungen eine Gleichung 2m-ter Ord- 
nung. 

Wenn überdies in bezug auf irgend eine gegebene Ebene 
das Prinzip von der Erhaltung der Flächen gilt, so wird die 
Ordnung der Differentiationen wieder um zwei Einheiten herab- 
gedrückt. Dabei wird unter der Ordnung der Differentiationen 
eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen immer ver- 
standen die Ordnung einer Gleichung zwischen zwei Veränder- 
lichen, auf die nach den bekannten Eliminationsregeln das 
System von Differentialgleichungen zurückgeführt werden kann, 
oder die Anzahl der willkürlichen Konstanten, die die voll- 
ständige Integration erfordert. Man nehme in der Tat die 
gegebene Ebene als (oj, 2/) -Ebene an und setze wieder 

x^ = Vi cosi;^ , 2/t = ^'i s^^^i • 

In dem von uns betrachteten Falle werden die vorgelegten 
Gleichungen zwar die ersten, und zweiten Ableitungen der ein- 
zelnen Winkel v^ enthalten, aber nur die Differenzen der v,. 
Vermöge des Integrals, das sich im vorliegenden Falle auf das 
Prinzip der Flächen bezieht, wird, unter a eine willkürliche 
Konstante verstanden. 



«=2^ 



r 4 dVi 
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Setzt man 

so wird 

Wenn wir in der Gleichung, die das Prinzip der Erhaltung 
der lebendigen Kräfte enthält, 

worin h eine willkürliche Konstante ist, die Werte v^ = w,- + v^ 
einsetzen, so lautet sie: 

oder nach (1): 

Wenn in den Differentialgleichungen die Werte 

dVj dui i^cc — N 

1i ~ 'di'^ W~ 

eingesetzt werden, so geht die Größe v^ zugleich mit ihren 
Ableitungen heraus, da die Bedingungsgleichungen und die 
Funktion U nur die Größen «,, r,-, w,- enthalten. Mithin ver- 
mindert sich die Zahl der Veränderlichen um eine Einheit und 
daher die Ordnung der Differentiationen um zwei Einheiten. 
Allgemein gilt folgendes: So oft man bei den vorgelegten 
Differentialgleichungen die Veränderlichen so auswählen kann, 
daß in ihnen eine derselben nicht mehr selbst vorkommt, son- 
dern nur ihre ersten beiden Ableitungen, dann läßt sich all- 
gemein ein neues Integral finden, und nachdem ein neues 
Integral gefunden ist, erniedrigt sich die Ordnung der Diffe- 
rentiationen um zwei Einheiten. Es sei nämlich in den 
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oben angegebenen Differentialgleichungen q^ die Veränderliche, 
die in H nicht auftritt; dann hat man 

dt hq^ 

und daher ist 

Pi = Konst. 

ein neues Integral. Wirft man dann die Gleichung 

dqi_bH 
dt bpi 

fort und betrachtet p^ in den übrigen Differentialgleichungen 
als eine Konstante, wie es sich ergeben hat, so ist die Zahl 
der Veränderlichen q^ p und daher die Ordnung der Diffe- 
rentiationen um zwei Einheiten vermindert. 

Auch in dem im vorigen Paragraphen behandelten Falle, 
wo das Integral (8) aus § 55 gilt, vermindert sich die Ordnung ^ 
der Differentiationen um zwei Einheiten. Nimmt man nämlich 

als Veränderliche r,., w^, «,., rl. = — i, w;|. = — ^, x'i = -r^ 

an und dividiert die Gleichungen (10) in § 55 alle durch eine 
unter ihnen, so treten t und das Element dt m den Differential- 
gleichungen nicht auf, und die Ordnung der Differentiationen 
vermindert sich um eine Einheit und vermindert sich dann 
weiter vermöge des Integrals (8) in § 55 noch um eine Einheit. 
Das geschieht in ganz ähnlicher Weise wie in dem Falle, wo 
das Prinzip von der Erhaltung der lebendigen Kräfte gilt ; wie 
wir gesehen haben, erniedrigt sich dann immer vermöge jenes 
Prinzips und durch Elimination des Zeitelements die Ordnung 
der Differentiationen um zwei Einheiten. 

Es ist aber nicht in allen Fällen, wo man ein neues Inte- 
gral hat, ähnlich wie bei den obigen Beispielen möglich, durch 
passende Auswahl der Veränderlichen die Ordnung der Diffe- 
rentiationen um zwei Einheiten herabzudrücken. So ist es 
nicht angängig, durch das zweite und dritte auf das Prinzip 
der Flächen bezügliche Integral zwei Veränderliche mit ihren 
Ableitungen zu eliminieren und so die Ordnung um vier Ein- 
heiten zu vermindern. Die obigen Beispiele sind nur äußerst 
einfach, und bei ihnen bietet sieh auch ohne die oben begründete 
Theorie jene Erniedrigung der Ordnung der Differentiationen 
von selbst dar. Die oben begründete Theorie lehrt aber, daß 
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man immer ein System von Veränderlichen anfspttren kann, für 
die die Ordnung der Dififerentiationen um zwei Einheiten nied- 
riger ausfällt. Im allgemeinen jedoch fordert die Ermittelung 
dieser Veränderlichen nach den gegebenen Vorschriften, daß 
man andere Systeme von Differentialgleichungen aufstellt, die 
von niedrigeren Ordnungen sind, und daß man für diese ein- 
zelnen Hilfssysteme je ein beliebiges Integral aufsucht. 



Das vorgelegte System gewöhnlicher Differentialgleichungen wird 
ein kanonisches genannt. Ein solches System wird in ein anderes 
kanonisches transformiert. Dies wird zusammen mit einer sehr 
allgemeinen Transformation der partiellen Differentialgleichnng 
durchgeführt. Das kanonische System der Elemente. 

§ 57. Ich kehre zurück zu den in § 52 angegebenen 
Störungsformeln. Wir sehen, daß die Gleichungen (7j in § 52, 
in denen die gestörten Elemente als Veränderliche eingeführt 
sind, genau dieselbe Form haben wie die Differentialgleichung (5) 
in § 52. Diese merkwürdige Form, die die beiden Systeme 
von Differentialgleichungen haben, will ich, weil sie häufig bei 
solchen Gleichungen vorkommt, die kanonische Form der 
Differentialgleichungen nennen. In einem derartigen kanonischen 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen ist die Anzahl der 
Veränderlichen gerade, und die eine Hälfte der Veränderlichen 
entspricht der andern einzeln so, daß die Ableitungen der erst- 
genannten Veränderlichen gleich den partiellen Ableitungen 
einer gewissen Funktion nach den letzteren sind und die Ab- 
leitungen der letzteren gleich den partiellen Ableitungen der- 
selben Funktion nach den erstgenannten Veränderlichen, noch 
versehen mit dem negativen Zeichen. 

Dies festgesetzt ist jene Transformation, durch die, wie 
wir in §§52, 53 gesehen haben, die Gleichungen 

dqi^ h{f+n) dpi^ h(f+£2) 

dt ^p^ ^ dt bq^ 

in 

db^ öß dai öß 

"57 "" öaj ' 'dt öftj- ' 

verwandelt werden, unter dem folgenden allgemeinen Problem 
enthalten: Ein System gewöhnlicher Differentialglei- 
chungen, das die kanonische Form hat, durch Ein- 
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führung neuer Veränderlicher in ein anderes von der- 
selben Form zu transformieren. Man kann dieses Problem 
auch in ganz anderer Weise aussprechen. 

Ich habe nämlich oben bewiesen, daß die Integration des 
Systems von Differentialgleichungen 

dt bpi^ dt ög,' 

wo ich der größeren Allgemeinheit wegen voraussetzen will, 
daß außer den Größen q^^ p^ auch t in der Funktion f ex- 
plizite vorkommt, von der Integration einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung abhängt, die aus der Gleichung*) 

hervorgeht, indem man in der Funktion f an Stelle der Größen p^ 
die partiellen Ableitungen der Funktion V nach den Größen Qi 
setzt, d. h. 

ÖF 

War nämlich eine Funktion V gefunden, die jener partiellen 
Differentialgleichung genügt und m willkürliche Konstanten 
a,- enthält außer der einen, die zu V rein additiv hinzuzufügen 
ist, so waren die vollständigen Integrale der Gleichungen 

^?! = ^ ^« = _ _^ 
dt hpi ' dt bq^ 

folgende: 

wobei die ft^ m neue willkürliche Konstanten bedeuten. Wir 
sehen also, daß zwischen der Integration des kanonischen 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen und der par- 
tiellen Differentialgleichung die engste Beziehung besteht. Es 
wird daher die Transformation des einen sogleich 
auch eine Transformation der andern liefern. 

Die Transformation der partiellen Differentialgleichung ist 
etwas Selbstverständliches, wenn man nur an Stelle der un- 



*) Die in § 35 &) hinzugefügte Konstante a habe ich hier, was 
erlaubt ist, gleich Null gesetzt. 

Ostwalds Klassiker. 156. 10 
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abhängigen Veränderlichen andere unabhängige Veränderliche 
einführt. Und bis jetzt scheinen die Analysten keine 
andern Transformationen betrachtet zu haben*). Es 
gibt aber auch andere Transformationen einer partiellen Differen- 
tialgleichung erster Ordnung in eine andere von erster Ordnung, 
durch Substitutionen, bei denen die Ausdrücke der unabhängigen 
Veränderlichen der einen Gleichung nicht nur die unabhängigen 
Veränderlichen der andern enthalten, sondern auch die partiellen 
Ableitungen, die nach ihnen genommen sind. Die allgemeine 
Methode, eine solche Transformation zu bewirken ist folgende: 
Vorgelegt sei die Gleichung 

(1) dV, = —f^dt + p^dq, +Pidq^-\ [-Pm^Qm^ 

in der 

eine gegebeue Funktion von g, , q^, . . . , q^^^ t und von 

^q^ dq^ öq^^ 

sein möge. Die Gleichung (1) vertritt die partielle Differential- 
gleichung (2), und man darf statt der Gleichung (2) die Glei- 
chung (1) transformieren. Um die Transformation zu bewirken, 
nehme ich eine völlig willkürliche Funktion V von t, g^, 
^i 7 • • • ? 9m ^^^ ^^^ neuen Veränderlichen a^, a, , . , . , a^ 
an. Diese neuen Veränderlichen bestimme man durch tj q^^, q^, 
"") 9mi Pii Pi) • • • ? Pm ™^* Hilfe der Gleichungen 



(3) 




ÖF 


ÖF 
^9m 


= Pm 


und setze außerdem: 








(4) 






'~i 






Dies festgesetzt wird: 






(5) 


p^=l>+ 


pMi +p,(^?, + •• 


• +Pmdqm 




l 


b^da^ — ftjda. 


— •• 


• — bm<i<^m 



*] Ein Beispiel dafür bietet jedoch jene Milersche Methode, bei 
der die unabhängigen Veränderlichen mit den nach ihnen genom- 
menen Ableitungen vertauscht werden. 27) ClS)8ch. 
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Subtrahieren wir diese Gleichung von (1) und setzen 

(6) r,-v=w, 

SO erhalten wir: 



(7) dW= - (/; + jj)dt+ b, da, + b^da^ H \~ b, 



m^^m' 



Die allgemeine Transformation der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung, die im obigen enthalten ist, werde in einem 
besonderen Theorem ausgesprochen. 

Theorem VIII. 

Es seien t, g^ , (?^j • • • ? Ö'm unabhängige Veränderliehe, 
zwischen denen und der Funktion V, die partielle 
Differentialgleichung 

01^4 . ^ / öF. ÖF, ÖF\ ^ 

vorgelegt ist. Man nehme eine völlig willkürliche 
Punktion F von ^ g'i , ^'j, . . • , 5^,,i und neuen Veränder- 
lichen öj, a,, ..., a^ an. An Stelle der Größen q^^ 
^ij • • • 7 9m ^^® Größen 

^ ÖF bV^ 

einführend, wollen wir die Größen 

W bV hV^ 

hq^ ' hq^' '"' bq^ 

öF öF 

und, wenn wir in f. für -r— ^ schreiben -r — , die Funktion 



/ ÖF ÖF _ÖF\ 

+ A^^ ?., ?„ •••, ^m, ö^^^ ög^' •••' ögj 



durch die Größen 

ÖF ^ öF 

10* 
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ausdrucken. Dadureh werde 




hV , ^/ bV 


bV 
bq,' 


= <p\t, a^, a,, •••, a^, ^^ , 


bV 



' ^ Hml 

Ist dies alles ausgeführt, uud setzt man in der 

bV hW 

Funktion cp für — - — ein ^ — , so wird die vorgelegte 

'^ öa^ öa,- ' 

partielle Differentialgleichung in folgende transfor- 
miert sein: 

bW , i bW bW bW\ ^ 

öT + ^r ^*' ^*' •••' ^'^^ b^r K' '"' W^ ' 
und man findet aas einer Lösung der einen eine 
Lösung der andern mit Hilfe der Gleichung 

V^ = F+ W. 

Ist die Lösung V^ bekannt, so hat man mit Hilfe 
der Gleichungen 

bV^_bV^ bV\_bV bV^ _ bV 

bq^ " bq^ ' bq^ ~ bq^' "' bq^~ bq^ 

die Veränderlichen 5^^, 5'j, ...,g^^ durch a^^ a^^ ,.. , a„^, t 
auszudrücken; ist die Lösung TT bekannt, so hat man 
mit Hilfe der Gleichungen 

öf;__öf öjr__^ bw _ bv 

ba^ ba^^ ba^ öa^' ' ba^ ba^ 

die Veränderlichen a^, a^, ..., a^ durch q^J q^, ..., q„^, t 
auszudrücken. 28) 

Der Beweis des Theorems, den wir oben gegeben haben, 
stützt sich darauf, daß, wenn man die Gleichungen 

bJF^_yF bV\_bjr bV]__bV^ ■ 

bq,~ bq^ ' bq^" bq^' '"' ö^ "" bq^ 

aufstellt, daraus von selbst die folgenden Gleichungen hervor- 
gehen : 

iZ__^^ ^__öjr bV __ bW 

öa^ ba^ ' ba^ öa^ ' ' öa^ ^^m^ 

was sich auch umkehren läßt. 
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Die allgemeine Transformation eines kanonischen Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen, die dem vorstehenden 
Theorem entspricht, ist in folgendem Theorem enthalten: 

Theorem IX. 

Es sei vorgelegt ein kanonisches System gewöhn- 
licher Differentialgleichungen: 

^= M_ ^= M. .. ^^ }fi_ 
dt hp^' dt öi?,' *"' dt bq^' 

dp^^__H^_ dp^^_^ ... ^Pm_ ^f 
dt }iqj^^ dt ö^j ' ^ dt }sp^ 

Dabei ist /^ eine beliebige Funktion von t^ q^y 
9ij • • • 7 Qmj Pij Pij ' ' ' j Pm- M*^ nehme eine willkür- 
liche Funktion V der Größen tj g^, q^, ..., q^ und 
der neuen Veränderlichen a^, a^, .,., a^ an und stelle 
dann die Gleichungen auf: 

hV _ hV _ ÖF _ 

Mit ihrer Hilfe drücke man sowohl die Veränder- 
lichen q^j q^y ..., qm'iPiiPii *"i Pm ^^^ auch die Funktion 

^'^ ht 

durch t und die neuen Veränderlichen a,, a^, ..., a^, 
ftj, 62, ..., ft^ aus. Findet man den Ausdruck 

SO wird das kanonische System gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichung'en durch die angegebenen Substitu- 
tionen in folgendes andere kanonische System trans- 
formiert: 



da^ 

dt = 




da^ 
dt ~ 


bq> 


da^ _ b<p 
•■' dt bi«' 


db,_ 

dt ~ 


da,' 


dt 


bcp 
da,' ■ 


dbm_ b<p 
' dt ba^ 
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Der Beweis des obigen äußerst wichtigen Theorems ist zwar 
schon in den oben behandelten Fragen enthalten. Wenn wir 
ihn aber kurz noch einmal geben sollen ^ so ist er folgender: 
Aus dem vorgelegten kanonischen System fließen die fol- 
genden symbolischen Gleichungen, wenn man sich an die be- 
kannten Formeln 

^ dq^ ddq^ ^ dp^ ddp^ ^dV ddV 

~dt "~ "df ' ~di ~ ~dr ' ~dt ~ IT 



erinnert, 



bt '^ dt 'dt ö< "•" dt 

_^(j^rd_a,\%^) 
■^ V Vöaj dt) dt ' 

^-ü^^-^u-^—dT 



Integration partieller Dififerentialgleichungen. 151 

Da nun aus dem vorgelegten kanonischen System 

dt M 
folgt, so finden wii- 

Diese symbolische Gleichung liefert das transformierte kano- 
nische System und überdies die Gleichung 

h(p d(p 

Ti ~ ~dt ' 
die aus jenem folgt. 

Drückt man also die Funktion W durch ^ a, , a«, ...7 «^j 
aus, so wird 

hW /, , ön OTT ö>r 

Eliminiert man mit Hilfe der Gleichungen (3) und (4) die Größen 
qi , p^ aus dem Ausdruck A + "tt j so wird er eine Funktion 

u f 

von t^ a^, ttj, ..., O'mi^i'i Ki •••? ^/w» ^°^ ^^ wollen setzen 

öF 
/; + — = cp[t^ a,, a^, ..., a^, h^^ b^, ..., 6 J . 

öTF 
Setzt man nun für die b^ die Ausdrücke -r — ein, so wird 

nach (8) ^^» 

,^, ÖTF /, ÖTF ÖTF ÖTFv 

Das ist die transformierte partielle Differentialgleichung, die an 
die Stelle der vorgelegten partiellen Differentialgleichung (2) 
tritt. Durch genau dieselbe Substitution (3) und (4) wird sich 
das vorgelegte kanonische System gewöhnlicher Differential- 
gleichungen in ein anderes kanonisches System verwandelt 
haben. 

In der allgemeinen Transformation, die in dem obigen 
Theorem angegeben ist, ist diejenige enthalten, bei der als 
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neue Veränderliche die Elemente des angenäherten Problems 
angenommen werden. Es sei nämlich in jenem Theorem 



(10] 



U = f+n, 



und die Funktionen f und V seien so beschaffen, .daß sich, 
wenn man in f für die pi die Ausdrücke r — einsetzt, 



a^ als willkür- 



ergibt. Man kann die Größen a, , a^ , . 
liehe Konstanten betrachten, die in die Lösung V der par- 
tiellen Differentialgleichung 

eingehen, und daher kann man nach dem, was oben bewiesen 



ist, a^, a, , 



^) Kl 



'7 ^m 



als die konstanten 



Elemente betrachten, die in die ToUständigen Integrale 



(12) 












AT 



= -ft,, 



da. 



= -b„ 



Hm 



= -i« 



der Differentialgleichnngen 



(13) 



dt 
~dt 



dt 



b£ dp^^ 
ö^, ' dt 






■' dt 
'' dt ' 



IL 

IL 
^9m 



eingehen. So oft also umgekehrt in den Gleichungen (12) die 
a,-, 6,- als Konstanten betrachtet werden, sind jene Gleichungen 
(12) die vollständigen Integrale der Gleichungen (13). So oft 
aber in den Gleichungen (12) die a,-, b- als Veränderliche be- 
trachtet werden, die an Stelle der q^^ p^ mit Hilfe jener Glei- 
chungen einzusetzen sind, lehrt das angegebene Theorem, daß 
durch diese Substitution die Gleichungen 

dqi^W+n) dpi^ W+^) 
dt bpi ' dt bqi 
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in die folgenden Gleichungen transformiert werden: 

~di~Ui' ~di~ ööj" 
Wir haben nämlich in dem vorliegenden Falle: 

Das sind die Differentialformeln der gestörten Elemente, die 
sich von den oben angegebenen nur dadurch unterscheiden^ 
daß in ihnen — h-^ für h^ geschrieben ist. Ein System von 
Elementen, das in der obigen Weise durch kanonische 
Differentialgleichungen bestimmt wird, kann man 
zweckmäßig als kanonisches System von Elementen 
bezeichnen. 29) 



Über die Transformation eines kanonischen Systems von Elementen 
in ein anderes solches. 

§ 58. Im obigen sind die beiden Funktionen, deren par- 
tielle Ableitungen bei Bildung des vorgelegten und des trans- 
formierten kanonischen Systems zu nehmen sind, voneinander 
verschieden. So oft aber die Funktion F, die oben willkürlich 
angenommen werden durfte, t nicht enthält, ist 

und daher /*^ = r/), d. h. bei beiden kanonischen Systemen ist 
die Funktion dieselbe. In diesem Falle enthalten auch die 
Relationen, vermöge deren sich die neuen Veränderlichen aus 
den ursprünglichen Veränderlichen bestimmen, t nicht. Sind 
also die Veränderlichen Elemente des angenäherten Problems, 
so werden auch die neuen Veränderlichen nur ein anderes 
System von Elementen desselben angenäherten Problems sein. 
Wenn wir daher die Differentialformeln der gestörten Elemente 
wiederum in dieser Weise transformieren, so erhalten wir 
eine sehr allgemeine Art, ein kanonisches System von 
Elementen zu transformieren. Wir haben nämlich nach 
Theorem IX, wenn g,., ^,., a-, h^ bezüglich mit a,-, fe,-, «,-, Iß^ 
vertauscht werden, den folgenden Satz: 
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Die Differentialformel 


n der g 


estörten 


Elemente 


seien, unter ß die Störiin 


gsfunktion verstanden^ 




da,_ 

dt ~ 


öß 


da^ 
' dt ~ 


öß 


da^_ 

— _ — ssr 

dt 


öß 




db, 


öß 


d\ 


öß 


dim 


öß 




dt 


öa^ 


' dt ~ 


öa,' ' 


dt 


•»«m 




or,, a,, ..., 


«TW» 


ßi, ß„ ■■■ 


, ß^ seien Funktionen 


der 


genannten 
von ihnen 


Elemente a^, a^, .. ., a^, h^^ b^, . 
vermöge der Gleichungen 


••) Ow» 


die 


da, 


K 


hcp 


^4) •••) 


Öfjp 


*W) 




h(p 

ha, 


3 ^'f == 


- ßij • • • j 


h(p 


— ßm 




abhängen 


mögen, wobei y 


irgend 


eine Funktion 


von 


den die neuen 


a,, «,, ..., 
Elemente 


of^ bezeichnet. Dann wer- 
durch ein ganz ähnliches 


System von Differentialgl 


eichungen bestimmt: 




da^ 


dß 


^«4 


öß 


da^_ 


öß 




dt ~ 


ÖA 


rf/ ~ 


hß,^ '" 


dt ~~ 


^ßm 


» 


dß,_ 
dt 




dß,_ 
dt 


öß 


dt 


dß 





Die allgemeine Transformation der kanonischen Elemente, 
die im obigen Theorem mit Hilfe einer willkürlichen Funktion 
bewirkt wird, kommt auf die bekannte Methode zurück aus 
der vollständigen Lösung einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung die sogenannte allgemeine Lösung 
abzuleiten, die eine willkürliche Funktion enthält. 3 oj Es sei 
nämlich V eine Lösung der partiellen Differentialgleichung, 
auf deren Integration sich nach der hier auseinandergesetzten 
Theorie das angenäherte Problem reduziert, und V enthalte 
die willkürlichen Konstanten a, , a, , . . . , a^, , so daß 

W , öF , ÖF 



endliche Gleichungen des angenäherten Problems sind und die 
Größen a^, a^, .. . , a^,^, 6^, ft.^, . . ., h^ kanonische Elemente. 



1 
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An Stelle der Lösung V kann man auch F+ qp schreiben, 
wenn cp eine Konstante bedeutet. Aus dieser vollständigen 
Lösung wird die allgemeine abgeleitet, indem man q) gleich 
einer willkürlichen Funktion der Konstanten a^ , a^ , . . . , a,„ 
annimmt und die partiellen Ableitungen des Ausdrucks V-\- cp 
nach a^J a, , . .,, a^ gleich Null setzt. Nehmen wir an, daß 
die willkürliche Funktion von a^ , a, , . . . , a^ außer diesen 
Größen noch andere willkürliche Konstanten a, , er, , . . . , a^^ 
enthält. Eliminiert man aus V+ cp mit Hilfe der Gleichungen 

die Größen a^ , a^ , . . . , a^^^ , so erhält man eine neue Lösung 
F+(jp, die w andere willkürliche Konstanten enthält. Auch 
aus dieser lassen sich endliche Gleichungen des angenäherten 
Problems ableiten, nämlich 

Die Größen of,- kommen in der Funktion V-\- cp nur insofern 
vor, als sie in den a^ enthalten sind und außer in diesen noch 
explizite in der Funktion cp. Wir haben aber vorausgesetzt, 
daß die Ableitungen der Funktion V -{- cp nach den a^ ver- 
schwinden. Also ist 

ö «^ ö Of,- ' 

d. h. die neuen endlichen Gleichungen des Problems lauten: 

und of^, of,, ..., or,^, /^^ , /?,, ..., ß^ sind neue kanonische 
Elemente, die sich aus den ursprünglichen mit Hilfe dieser 
Gleichungen und der oben angenommenen 

^cp _ öF^^ 

bestimmen. Werden aber die gefundenen neuen kanonischen Ele- 
mente bei dem gestörten Problem als Veränderliche betrachtet, 
so müssen ihre Ableitungen gleich ähnlichen Ausdrücken werden 
wie die der ursprünglichen Elemente. Das war zu beweisen. 
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Die ia iem •fci^ei Puragraf kea «^re^Wse TnasfanutliB wM 
B«€k allgcMCucr g^iiJ^t 

§ 59. Wie großer Allgemeinheit sich aber aach die Trans- 
formation einer partiellen Differential^eichnng erster Ordnnng 
and die damit zusammenhängende in § 57 anseinandeigesetzte 
Transformation eines kanonischen 8y8tems gewöhnlieher Diffe- 
rentialgleichnngen erfreuen mag, so gibt es doch andere Trans- 
formationen, die jene nicht umfaßt. Es sind nimlich noch die 
folgenden hinzuzufSgen. 

Die zu transformierende Gleichung sei wieder 

^^i = — fiät+p,dq, +p^dq^ -\ hl^m^^iii» 

wobei f^ eine gegebene Funktion tou t, g^, g,, ..., qnnPuPty 
- . . , p^ ist. Es sei auch V wieder eine beliebig gewählte 
Funktion von ^, q^, g,, ..., q,ny a,, a„ ..., a«; wir woUen 
jetzt aber annehmen, daß zwischen diesen Größen noch die 
Gleichungen 

F=0, Ö> = 0, ... 
stattfinden. 

Setzt man dann wieder V^ — F= ir, so wird die trans- 
formierte Gleichung lauten: 

dW = — q)dt-\- b^da^-j- b^da^ -[_...-{_ b^da^y 

wenn man setzt: 

. , ÖF , ^F' . hO 

. bV ^, bF ^. ^O ^ 

o=,.-|r.+i,":+i,|*+.., 

Hi ^9t ^5» 

= i>m - TT- + ^1 r— + >^« r— -I , 

bim °1m. °im 

ÖF öi^ Ö<Z> 

'" öa,„^ 'ba,„^ *öo^^ 
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Aus diesen Gleichungen, zu denen man noch ^=0, Ö) = 0, ... 
hinzuzufügen hat, sind nach Elimination von A^, A,, ... die 
Größen q^, g,, ..., q^, p,, p^, ..., p.^ durch t und a^, a^, 
. . . , a^, b^J fej , . . . , &,,j zu bestimmen and ihre Werte in den 
Ausdruck von (p einzusetzen. 

Will man die Multiplikatoren A^ , i, , ... vermeiden und 
doch nichts von der Symmetrie der Formeln einbüßen, so kann 
man die Transformation auch folgendermaßen fassen. Man 
nehme zwischen den Größen q^ , a,- , t die Gleichungen i^ = 0, 
(J> = , ... an, deren Anzahl m — k sei , und es seien r, , 
^4> • • • ) ^/c beliebige Ife'unktionen von ty g, , g,, . . . , g^, a^, 
^2 ) • • • > ö^?w ^SLJ^ti lassen sich g^ , g^ , . . . , q^ alle durch 
^, a^ , a, , . . . , a^ und die neuen Größen r^ , r, , . . . , r^ 
ausdrücken, und diese Ausdrücke liefern nach Elimination von 
^17 ^4 7 •••> ^fc ^i® m — k Gleichungen zwischen q^^ q^^ .--i qmi 
a, , ttj, . . . , a^, ^. 

Da man die Gleichungen i^= 0, <Z) = 0, ... willkürlich 
wählen kann, so darf man statt ihrer nunmehr annehmen, 
daß q^^ q^j . . . , q^ willkürliche Funktionen der Größen /, a^, 
^i) •••? ^m» ^17 ^47 •••> ^/t- sind. Nachdem sie gewählt sind, sei 

^i?L4_^i^lj L„ -?»? — 7?. 



-.^+^.ll+- 




Ar 


^.^+^.^+- 




T. 


Es wird hiernach sein 






dV,= - f^dt + pjq, 

= -[f,-T)dt + R,dr, 

+ A,da, 




■ +PmHm 


Man nehme jetzt eine Punktion V von a^ 
r, , r, , . . . , rj , < beliebig an und setze 


1) «4) • ••, »i 


f T+^^- 


= 9. 
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Dann wird sein 

d(V^ — V) = dW= — cpdt + h^ da, -^h^da^-\ h h^da^. 

Aus den m-{-k Gleichungen 

werden mittels Auflösung linearer Gleichungen ^^, p^^ -"iPm 

durch r,, r,, ..., r^, a^, a^, a^, b^, \, ..., 6^, t 

bestimmt, und durch Elimination von i?,, ^,, . . . , p^ erhält 
man k Gleichungen zwischen ^^ . ^4 , . . • , ^ä; > ^i > ^i » • • • » ^tm 
^\i Ki • • • > ^m> ^7 "^^* deren Hilfe r^ , r,, . . . , r^ und daher 
auch i?,,i?2J • • • »i'w» ^n ?4J • • • » ^'^/z durch a, , a,, . . . , «,„, 
ft^ , 6^ , . . . , ft,^ , ^ bestimmt werden können. Diese Werte 
sind dann in den Ausdruck rp einzusetzen, damit er eine 
Funktion von a^ , Ö4, . . . , a^j ^n ^«j • • • ? ^w> ^ allein wird. 
Ist aber die Gleichung 



dV, = — Udt+p,dq,'i-p^dq^'\ \- JPmHn 



m 



dW,= — cpdt-^ h^da, + \da<j^+ ••• -{-h^da 



m 



transformiert, wobei f^ eine Funktion von /, g, , g,, . .. , g^^, 
P,, Pi, '-iPm lind </) eine von t, a,, a,, ..., a^, 6^, 
^2 > • • • ? ^m ^^^j ^^ ^^nd gleichzeitig die Gleichungen 

^5 + ^.-0. f + ^-o 

ineinander transformiert. Ersetzt man in /*, die p^ durch die 

ÖF OTT 

Ausdrücke - \ in qp die b. durch die Ausdrücke -r — , so 

werden jene Gleichungen partielle Differentialgleichungen, für 
die wir also jetzt durch die angegebene Methode neue Trans- 
formationen gewonnen haben. 

Ist k = m, so erhält man dieselbe Transformation wie in 
§ 57. Die Transformationen, die wir aus dem obigen für 
k<^m erhalten, liefern auch neue Transformationen der kano- 
nischen Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen. Und 
ähnlich wie im vorigen Paragraphen gewinnen wir daraus auch 



1 
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für die Systeme kanonischer Elemente neue Transformationen. 
Diese Transformationen will ich, jede auf zwei Weisen, in den 
folgenden Theoremen aussprechen :^i) 

Theorem X. 

i bezeichne die Zahlen 1, 2, . . . , m, und es sei das 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen 

dt ^Pi^ dt bq^ 

vorgelegt. Man nehme eine willktirli'che Funktion V 
von tj q^, g-j, ..., q^i und den neuen Veränderlichen 
a^ , «j, ..., a^j an und denke sich zwischen diesen 
Größen irgend welche Gleichungen 

F=0, Ö> = 0, ...; 

man stelle ferner die 2m4-l folgenden Gleichungen 
auf: 



hqi 'hq'i ^hqi 






0« — r — • A . "T A« T """* * • * • 

oa^ ' öa,- 'oa,- 

Mit Hilfe dieser Gleichungen, wozu man noch 
iP=0, = 0, ... hinzunimmt, lassen sich die Multi- 
plikatoren A^, Aj, ... eliminieren, und bestimmen sich 
die 2m Größen qi, Pi sowie die Funktion rp durch t 
und durch die 2m neuen Größen a,-, b^ Setzt man 
diese Werte der q., p^ in das vorgelegte System ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen ein, so transfor- 
miert es sich in folgendes: 

da^ bcp db^ b(p 

dt ö6,- ^ dt öa,- 

Wenn man ferner an Stelle von p., fe,- schreibt 

öF hW 

-— ^ , ^- — und die partiellen Differentialgleichungen 

q^ o a^ 

öF öTF 
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aufstellt, so wird eine Lösung der einen ans einer 
Lösung der andern erhalten durch die Gleichung 

F^ = F+ W, 



Theorem XI. 

i bezeichne die Zahlen 1, 2, ..., w, und es seien 
die Ableitungen der Elemente eines gestörten Problems 
durch die Gleichungen 

^ _ öß dbj _ hn 
dt oft,- ' dt da,- 

gegeben, wobei ß die Störungsfunktion bedeutet. 
Man nehme eine willkürliche Funktion V der Elemente 
a^, ttj, . . . , Uffi und der neuen Größen a^, a,, . . . , a^^ 
an; man stelle ferner die folgenden 2m Gleichungen 
auf: 

Mit Hilfe dieser Gleichungen, wozu man noch 
^^=0, (Z> = 0, ... hinzunimmt, lassen sich die Multi- 
plikatoren A|, ^2, ... eliminieren, und bestimmen sich 
die 2m Elemente a,, h^ durch das neue System von 
Elementen a,-, ß^. Führt man auch in der Störungs- 
funktion ii diese neuen Elemente an Stelle der a^, h^ 
ein, so findet man die Ableitungen der Elemente er,-, 
ßl des neuen Systems durch die Formeln: 

cZa^ __ öß ^__ öß 
dt '"bßi' dt "" ba^i' 

Das vorstehende Theorem wird aus Theorem X erhalten, 
indem man annimmt, daß F, F, Ö), . . . das t nicht ent- 
halten, und pi, g,- mit &,., a,- und fc,-, a^ mit /?,-, a,- vertauscht. 
Die obigen Theoreme können auch folgende andere Form an- 
nehmen : 



Integration partieller Differentialgleichungen. 161 

Theorem Xa. 

i bezeichne die Zahlen 1, 2, . . . , m, und es sei das 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen vor- 
gelegt: 

dt hpi ^ dt hqi 

Man setze die Größen q^, q^, ..., q^ gleich irgend- 
welchen Ausdrücken in t und in den neuen Größen 
a^, a^, ..., a^, r^ , r,, ..., Vf^, wobei k eine Zahl be- 
zeichnet, die gleich m oder kleiner als m ist. Darauf 
wähle man eine willkürliche Funktion V derselben 
Größen o/, a,, . . . , a^, r^, r,, . . . , r^, t und stelle die 
m-^k Gleichungen auf: 

Mit ihrer Hilfe bestimme man die Größen r^^ r,, ..., 
'^kj Pij Pt, •••, Pm durch die Größen a^, a,, ..., «^, 
^4, ftj, ..., ft^, ^, SO daß auch die Größen g, , g'j, ..., ^^^ 
durch dieselben Größen bestimmt sein werden. Man 
setze diese Ausdrücke für die Größen r,-, g,-, p^ ein 
und stelle auch die Funktion 

durch die Größen a^, a,, ..., a^, fe^, ^;,, ... , ^?^, t 
dar. Ist das geschehen, und setzt man die gefundenen 
Ausdrücke von q^, q^, ..., qm, Pk, P^, - - i Pm durch 
^ij »47 •••) <^m^ ^u *«) •••? ^w? ^ i^ das vorgelegte 
System ^von Differentialgleichungen ein, so erhält 
man folgendes System von ähnlicher Form: 

da^ ö<jp dh^ bq) 

"^ — i&i- ' 'di"~~^bäi' 

Zugleich transformieren sich die partiellen Differen- 
tialgleichungen 

Ofltwalds Eassiker. 156. H 
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hV 
die man erhält, indem man in der einen p^ durch -r— ^ , 

in der andern h durch -r — ersetzt, vermöge derselben 

Gleichungen ineinander, und man bekommt eine Lösung 
der einen aus einer der andern mit Hilfe der Gleichung 

V,= W+ F. 



Theorem XI a. 

i bezeichne die Zahlen 1, 2, ..., m, und es seien 
die Ableitungen der Elemente eines gestörten Pro- 
blems durch die Gleichungen 

dt bb^ dt böj- 

gegeben, wobei ii die Störungsfunktion bedeutet. 
Man setze die Elemente a^ , a,, . . . , a^ gleich irgend- 
welchen Ausdrücken in den m + ^ neuen Größen 

wobei k eine Zahl bezeichnet, die gleich m oder kleiner 
als m ist. Man wähle ferner eine willkürliche Funk- 
tion F derselben m + k Größen und bilde die m-^-k 
Gleichungen 

Mit ihrer Hilfe bestimme man die m + Ä Größen 

^i) ^«j •••7 ^ky ^4) ^4? •••) ^m durch die 2m neuen 
Größen 

^4) ^4J • • • ) ^my r4> rs? • • • > rmi 

so daß auch a^, a,, ..., a^ durch dieselben Größen 
bestimmt sein werden. Setzt man diese Ausdrücke 
der Elemente a^ , a^, ..., a^, b^, 6,, ..., 1^^ durch 
die neuen Elemente a^, a,, ..., a^j ß^, ß^, ..., /?^ 
in die Störungsfunktion ß ein, so erhält man die 
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Ableitungen des neuen Systems von Elementen durch 
ähnliche Formeln: 

~df^hßi' dt '^ häi' 

Diese zweite Form der Theoreme ist bequemer, so oft man 
bei der ersten Form eine sehr große Zahl von Gleichungen 
F=0, 0) = 0, ... hat. 



Über einen sehr einfaehen Fall ans einem kanonischen System 
von Elementen ein anderes derartiges System zu erhalten. 

§ 60. Ich will kurz tiber ganz einfache, aber doch sehr 
häufig anzuwendende Transformationen eines kanonischen Sy- 
stems von Elementen in ein anderes kanonisches System 
sprechen. Kanonische Elemente sind solche, deren Ablei- 
tungen durch Gleichungen folgender Art ausgedrückt werden: 

da^ bß db^ öß 

dt öfe^ ' dt öa^ 

Die Integration dieser Gleichungen kommt zurück auf die 
Integration der partiellen Differentialgleichung 

wenn man in der Störungsfunktion ß für \, b^, • • • > ^tw ®i^" 

öF öF ÖF 
setzt r — , r — , • • • , c Man kann auch sagen , daß die 

öa/ da, öa^ ^ ' 

Integration der obigen gewöhnlichen Differentialgleichungen 
zurückkommt auf die Integration der Gleichung 

dV= — Qdt+b^da^ ^b^da^-j f b^da^. 

Wir wollen das kanonische System von Elementen in zwei 
Klassen teilen. Die eine, die a^ , ö« , . . . , »^ umfaßt, nennen 
wir die positive Klasse, die andere, die b^, 6,, ..., b^ 
umfaßt, die negative Klasse. Die beiden Elemente a,- und 
b^ wollen wir konjugiert nennen. Zwei konjugierte Elemente 
des Systems gehen gleichzeitig aus der einen in die andere 
Klasse über, wenn man das Zeichen des einen Elements 
ändert. Will man irgendwelche Funktionen der Elemente, 

11* 
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die neb nur auf die dne Elaaae besieheD, als neae Etemotie 
jener Klasse einftdn^i, so bestunmen sieb läebt die Elem^ite 
der andern Klasse, die zn jenen neuen konjugiert sind. Es 
seien z. B. die Elemente der positiven Klasse a^, a,, 
,.., a^ ausgedrfiekt dureb andere Größen a^, a,, ..., a„^J 
die als neue Elemente der positiven Klasse angeseben 
werden. Setzt man 

so wird sein 

Es mflssen also die Größen ß^ als neue Elemente der 
andern Klasse betracbtet werden, und das Element /^^ 
wird zu a^ konjugiert sein, d. b. es wird sein: 

Ul^da^ öß _ _ dß^ 
hßi~ dt ' öa,"^ ~di' 

Man darf in dem yorstebenden Satze an Stelle von a,-, a^ 
setzen — b^^ — ß^ und zugleich an SteUe von b^, ß^ setzen 
a^, a^. Daraus Äeßt der folgende andere Satz: Sind die 
Elemente b^ dureb andere Elemente ß^ ausgedrückt, 
so werden die zu den ß^ konjugierten Elemente der 
positiven Klasse 

^b. , oft, , . öft^ 

Wenn man diese Art der Transformation zusammen mit der- 
jenigen, die durch den bloßen Zeichen Wechsel eines oder 
mehrerer Elemente bewirkt wird, abwechselnd wieder und 
wieder anwendet, so kann man schon auf diesem einfachen 
Wege aus einem kanonischen System von Elementen die ver- 
schiedensten andern ableiten. 

Um durch die oben angegebene allgemeine Methode jene 
einfache Transformation zu erhalten, bei der zwei konjugierte 
Elemente, z. B. a^ und b^^ ihre Klassen wechseln, setze man 

Dann wird sein: 
6^(7— FJ = — ildt^ a^da^ + b^da^ -^ . . . -|- b^da^. 
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Diese Gleichung lehrt, daJß, wenn man für a^ einführt a^ = &|, 
das konjugierte Element, welches b^ war, — a^ wird, was zn 
beweisen war. 



Die obigen Transformationen werden dadurch, daß anch t geändert 
wird, znr vollen Allgemeinheit gebracht. 

§ 61. Wir haben in den §§ 57, 59 die Allgemeinheit der 
Transformationen der partiellen Diflerentialgleichungen dadurch 
beschränkt, daJß wir die eine der unabhängigen Veränderlichen 
ungeändert ließen. Wenn wir diese Einschränkung fallen lassen, 
gestaltet sich die Sache so: 

Es sei wieder 

und Feine willkürliche Funktion von q^^ g', , ..., S^^^, t und 
von den neuen Größen a^ , a^ , . . . , a^ , t. Dann wird die 
transformierte Gleichung 

öF 
d[yi — y) = —-^dr + b^da^ +h^da^-\ h^mddmi 

falls man setzt: 

ÖF__ bF_ hV_ ^F_ 

ht'^ ^*' ^q~ ^'' ^q^~ ^^'"''Hm~ ^"^^ 

Mit Hilfe dieser Gleichungen sind ^, q^^ g,, ..., q^y Pi) Pti 
"">Pm d^rch »1, »,,..., ö^^j ^n ^t ,•••, ^mj ^ z^ bestimmen, 

öF 
und die ermittelten Werte sind in den Ausdruck -r— einzu- 
setzen, worauf dann "^ 

öF 
d(V,'-V):= — —dr + b^da^+b^da^-^ h^da^ 

die transformierte Gleichung sein wird. Wenn man wie in 
§ 59 zwischen q^, g,, ..., q^^ t, a^, a,, ..., a^, xr die 
Gleichungen 2^== 0, <Z) = 0, ... einführt, so ändert sich an 
dem obigen nichts, außer daß für F zu setzen ist F — k^F 
— l^O — . . • ; die partiellen Ableitungen dieses Ausdrucks 
enthalten nicht die Ableitungen der Multiplikatoren i^ , A^ , . . . , 
da diese mit den verschwindenden Ausdrücken F, <Z) , ... 
multipliziert sind. 
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Um aus dem obigen allgemeineren Satze den Fall abzuleiten, 
wo die unabhängige Veränderliclie t ungeändert bleibt, schreibe 
man an Stelle von V den Ausdruck 

V+{r-t)f,, 
WO V eine von t freie Funktion bezeichnet. Hierauf geht die 
Gleichung 

'- = -f 



Aber in 



worans man ableitet 



(.-.)*^ = o. 



Wirft man daher nach Ausführung der Differentiationen die 

mit T — i multiplizierten Glieder als verschwindend fort, so 

bV hV 
geht, wenn V in F+ (r — t) f. verwandelt wird, -r — in -r (- f^ 

hV bV ^^ ^^ 
über und die partiellen Ableitungen r — , r — ändern sich nicht. 

Setzt man also zuletzt t an Stelle von r, so ist leicht zu er- 
kennen, wie man das in den vorigen Pai'agraphen Gesagte aus 
dem obigen allgemeineren Satze ableitet. 

Wenn die vorgelegte partielle Differentialgleichung die ge- 
suchte Funktion V^ selbst enthält, so muß man folgendermaßen 
verfahren. Es sei 

dV= —fdt+p,dq, +p^dq^'\ \-PmHm^ 

und f enthalte außer den Veränderlichen t^ q^^ ^,, ..., q^y^^ 
PkiPm ""iVm ^^^^ ^ selbst. Man nehme irgend eine Funktion 
TT von F, #, q^^ g',, ..., q^^ a^, a^, ..., a^^^, r an. Dann wird sein 

hW 
dW = — — dx -\-h^ da^ -\- h^ da^ + * • • + ^m^^m i 

1/ 

falls man setzt 
dir"öF^'d?,~ ÖF^*' dg," öF^*»'"^ög,^^ ÖF^''^' 

«1 a j a.f^f^ 

Aus diesen 2 m -j-l Gleichungen sind unter Zuhilfenahme des 
willkürlich angenommenen Ausdrucks der Funktion W die 
Größen F, t, q,, g,, ..., g,„, p,, p^, ..., p^^ durch TF, r. 
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a^^ a,, ..., a^, b^^ \j ..., b^ zu bestimmen jmd die ge- 

hW 
fundenen Werte in den Ausdruck von ^- — einzusetzen, worauf 

die obige Differentialgleichung die transformierte Gleichung 
sein wird. Nimmt man an, daß zwischen F, #, g^ , q^^ . . . , q^^, 
r, a^ , a,, ... , a^ die Gleichungen F = 0, Ö> = 0, . . . statt- 
finden, so braucht man nur im obigen an die Stelle von W 

zusetzen TT -f A^ i^ -j- A, <Z> H . 

Dies ist das allgemeinste, was man über die Transformation 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in irgend 
einer Zahl von Veränderlichen sagen kann.^^) 



Über die Anwendung eines beliebigen Integrals des Systems ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen, das sich nicht in die Reihe 
von Integralen einordnet, welche die oben anseinandergesetzte 
Methode fordert. 

§ 62. Ich habe oben in § 56 bemerkt, daß, wenn das 
Prinzip von der Erhaltung der Flächen in bezug auf eine 
gewisse Ebene gilt, eine Veränderliche mit ihrer Ableitung 
gänzlich aus den Differentialgleichungen verschwindet und da- 
her die Ordnung der Differentiationen sich um zwei Einheiten 
vermindert. Ich habe aber auch bemerkt, daß dies zwar für 
jenes eine Integral geschieht, nicht aber für das zweite und 
dritte Integral, das vorhanden ist, wenn das Prinzip der Er- 
haltung der Flächen in bezug auf jede Ebene gilt. Wir wollen 
uns nunmehr fragen, welcher Nutzen sich denn sonst aus jenen 
drei Integralen ziehen läßt bei dem Verlauf der Integration, 
den wir oben auseinandergesetzt haben. Zu diesem Zweck 
schicke ich die folgenden allgemeinen Betrachtungen voraus. 
Vorher aber wiU ich das allgemeine Integrationsverfahren, wie 
es sich aus den obigen Auseinandersetzungen ergibt, kurz 
wiederholen. 

Es werde verlangt die Integration der Differentialgleichungen 

dq^idq^: ''-: dq^ : dp^: dp^i-^* dp^ 

wobei f eine gegebene Funktion von ^4, g',, . .. , q^nj Ptj Pn ^--y Pm 
ist. Dann hätte man nach den oben gegebenen Vorschriften 
80 zu verfahren. 
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Ein erstes Integral hat man von selbst in der Gleichung 

wo a eine willkürliche Konstante ist. Ein zweites Integral 
jff, = a^ hat man, wenn eine Funktion H^ gegeben wird, die 
identisch der Gleichung 

(1) . o = [fl-.,n 

genttgt, falls man immer setzt 

r«, ,ii\= A£ 1^ _L i£ A!^ _i lA^M 

^^' ^^ Ä?. hp, ^ H, hp, ^ ^ Hm ^Pm 

h(p hlfJ hcp blfJ hcp hlfJ 

Nun ist nach den gegebenen Vorschriften nicht etwa irgend 
ein di-ittes Integral zu ermitteln, d. h. irgend eine Funktion jEZ^, 
die der Gleichung 

[H„ f] = Q 

genügt, sondern eine solche Funktion H^ , die den beiden Glei- 
chungen 

(2) [S„f] = 0, [H„H,] = 

gleichzeitig gentigt. Darauf wird eine Funktion H^ zu er- 
mitteln sein, die den drei Gleichungen 

eine Funktion H^, die den vier Gleichungen 

[H„f]^0, [H„H,]=0, [fl„fl,]=0, [H„H,]=0 

genügt, usw., schließlich eine Funktion H^_^ , die den m — 1 
Gleichungen 

[Bm-i , /■] = 0, [^_, , Ä-J = 0, . . . , [H^_, , H^.,] = 

genügt. Sind diese Funktionen gefunden, so ist die voll- 
ständige Integration der vorgelegten Differentialgleichungen auf 
reine Quadraturen zurückgeführt. Es sind nämlich m Integrale 
der vorgelegten Differentialgleichungen die Gleichungen 

f= «> ^1 = «17 ^2 =^ ö^j, . . . , H^^^ = a^.j 

selbst ; aus ihnen bestimmen sich i?| , i?j , . . . , p^ durch q^ , 
9ii • • • j ^my ^^^ ™*^ erhält dann die m — 1 übrigen Inte- 
grale durch die Formeln: 
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Hier sind die Ausdrücke unter dem Integralzeichen voll- 
ständige Differentiale, deren Integration nur Quadraturen er- 
fordert. Die Größen a, a^y ..., a^^i, &, b^, ..., 6^_^ 
sind willkürliche Konstanten. 

Die Gleichungen, durch die "die Funktion H^ definiert wird, 
kann man nach dem, was ich oben in § 32 bewiesen habe, 
auf verschiedene Weisen ti*ansformieren. Man kann nämlich 
in den Gleichungen 

[Hi, f] == 0, [H„ ff.] = 0, ... , [Hf, Hi_,] = 

an Stelle der Funktionen /*, jff,, H^, ..., H^^^ beliebige 
andere setzen, in die jene sich mit Hilfe der Gleichungen 
f = a^ H^ = a^^ H^ = a^f . . . , H^_^ = a,..^ überführen 
lassen; ebenso darf man voraussetzen, daB mit Hilfe dieser 
Gleichungen aus der gesuchten Funktion H^ die Größen p^, 
P%^ ' ' ' j Pi eliminiert seien. Man nehme an, daß mit Hilfe 
der genannten Gleichungen aus f die Größen i?^ , i>, , ' * , , Pi 
alle außer p^ eliminiert seien, aus H^ alle außer p^, . . . , aus 
Hi_^ alle außer ^,-, indem bei Ausführung der einzelnen Eli- 
minationen die einzelnen Gleichungen f^za^ H^^=^ a^^ . . . , 
fli-i = «<_4 bezüglich beiseite gelassen werden. Dann werden 
die Gleichungen, denen JT,- genügen muß, folgende: 

__}Hi_^f^ bEj hf 

= \H' H] =^ ^^i ^^' I ^^i ^^< I [ ^-^t ^^A 

*' '^ ö?, ^Pt ö?i+i ^PUi ' ' ^qm ^Pm 

bHj bH^ _bH^^H^_ 

öi?,+i ^qi+i ^Pm Hm ' 
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Es sei aus f -■= a das p^ , aus H^ = a^ das j?, , . . . , aus 
Hi^, = a,._4 das j?^ durch i?,+4,i?,+4, ..-, i?m? ^n ^«» •••> ^m 
ausgedrückt. Danu können die obigen Gleichungen auch so 
geschrieben werden: 

lsHi_ hp^ hHj ö^ öfl, 

hq^ bpi^^ ög.-^i bp^ hq^ 

hp^ bH^ hp^ bH^ 

"" ög,+4 bpi^i ^qm^Pm' . 

bHj^ hp, bHj bp, hHj 

bq^ bpi^, bqi^, bp^ bq„, 

bp^ bH^ bp^ bH^ 

^q^i^Pi+i ^Qm^Pm' 



bHi_ bpi bHj bpi bHj 

oft ^PUi öft+i ^Pm ^2m 

bp^ bH^ bpi bHj 

^Q^+i^Pu^ ^Qm^Pm 

Das sind die Gleichungen (d) des § 17, deren gleichzeitige 
Integration ich oben in §§ 19, 20 gelehi't habe, indem ich 
zuerst eine Funktion suchte, die der ersten Gleichung, dann 
eine, die den beiden ersten, dann eine, die den drei ersten 
Gleichungen genügt, usw. Es kann manchmal vorkommen, 
daß man zweckmäßiger einen andern Weg zur Bestimmung 
der Funktionen H^ einschlägt; hierfür will ich ein ganz ein- 
faches Beispiel anführen. 

§ 63. Die gleichzeitige Integration zweier Gleichungen 
kommt in der obigen Theorie zum* ersten Male vor bei der 
Ermittelung der Funktion /Z,, die den beiden Gleichungen 

zugleich genügen muß. Nach dem vorigen Paragraphen sind 
diese beiden Gleichungen mit Hilfe der bereits gefundenen 
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Integrale f^^^a^ H^^=a^ in zwei andere zu transformieren. 
Wir wollen nun aber annehmen, daß man außer jenen beiden 
Integralen /"= a, H^ = cbj^ noch ein drittes Integral 

(p = Konst. 

der vorgelegten Diflferentialgleichungen hat, so daß identisch 

[cp,f] = 

ist. Dann ist jene Transformation nicht anzuwenden, sondern 
der folgende Weg zur Ermittelung von H^ einzuschlagen. 

Hat man [qp, ITJ = 0, so kann man H^= cp setzen, 
und es ist also keine weitere Untersuchung mehr nötig. Den 
Fall, daß [9), H^] sich auf einen numerischen Wert, z. B. ±1, 
reduziert oder allgemeiner auf eine Funktion von /, H^ werden 
wir im folgenden ausschließen, da es dann zweckmäßig ist, 
die oben mitgeteilte Methode festzuhalten, und das dritte ge- 
fundene Integral nicht zur Verwendung kommen wird. Dies 
vorausgesetzt läßt sich nach der folgenden Methode aus der 
Funktion cp eine andere H^ ableiten, für die wie für cp selbst 
[H^ , /*] = ist, zugleich aber auch [H^ , 5,] = 0. Setzen wir 

und fahren wir in der Bildung neuer Funktionen so lange fort, 
bis wir zu einer Funktion i-4^_4, H^] == ^k gelangen, die eine 
Funktion der vorhergehenden f, H^^ (p, A^, A^, ..., Aj^.^^ ist: 

^ä:= ^(A -fli, <P, Ay Ay •••) ^Ä-i); 
diese Funktion enthält außerdem keine von den Veränderlichen 
9if Pi' Es sei F irgend eine andere Funktion der Größen 
/", H^y cp, A^y J,, ..., Aj^_^. Dann behaupte ich zunächst, 
daß man identisch hat 

[F, f] = 0. 

In der Tat folgt aus der allgemeinen Identität (Theorem Y, § 26) 

[[v, f] , -ffj + uf, fl.] , V] + [[fli ,^p],n = o 

in unserem Falle, wo [f, H^] = ist, die Gleichung: 

[['/'. /•l.jyj + Kfl'o V], n = o. 

Setzt man in ihr an Stelle von xp der Reihe nach cp, A^, 
-4j, -ig, ..., so folgen, da nach der Voraussetzung auch 
L9^> f] = Ö ist, nacheinander die Gleichungen 
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Ferner wird 

[F,f] = ^[f,f] + ^W.,f] + '^[9,f] 

Da die mit den einzelnen partiellen Ableitungen von F 
multiplizierten Ausdrücke identisch verschwinden, so wird 
[F, /■] = 0, was zu beweisen war. 

Man hat zweitens 

Wegen 

[f,H,] = [H„ fl.] = 0, 

[<P, H,] = A„ [Ä„ E,] = A, • • • , [^*-,. S,] = ^t = «F 
ist also 

Man gewinnt daher eine Funktion F^ die den beiden Glei- 
chungen 

[F,f] = 0, [F,H,] = 

gleichzeitig genügt, indem man eine Funktion F von qp, -4^, 
J^j . . . , Aj^^j^ aufsucht^ die bewirkt, daß identisch 

wird. In dieser Gleichung ist W eine gegebene Funktion von 
qp, ^j , Ä^, ..., -4^.,. Bei Aufsuchung von F können /*, H^ 
als Konstanten betrachtet werden, da nach ihnen die gesuchte 
Funktion F nicht dififerentiiert wird. Man darf daher in V fttr 
/", H^ auch deren konstante Werte a, a^ setzen. 

Nach bekannten Regeln hat man F, wenn i?'="'Konst. 
ein Integral der Gleichungen 

d(p : dÄ^ : dA^ : • • • : dAi^_^ : dAj^^^ 
= A^: A^: A^: - -- : AJ^_^ : W 
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ist; dieses System vertritt eine Diflferentialgleichung (k — l)-ter 
Ordnung zwischen zwei Veränderlichen. Diese kann man, indem 
man das Element dv einführt, auch durch folgende Gleichung 
Ä-ter Ordnung darstellen: 



17 






vorausgesetzt, daß man in dem Ausdruck von W an Stelle 
von Ä,, A^, . ., ^fe_. setzt ^,^, "'jj^' Ist 
F = Konst. ein Integral dieser Gleichung, so findet man die 

gesuchte Funktion JS, , indem man in F an Stelle von -jf- , 

d'q) d^-'w . ^ ,. ^ . , , ^ . 

~Ji y '"y k^A ^^®der die Werte A^y A^, .. ., jI^.^ em- 
(iT dx " 

setzt. Bei dieser Frage ist es von Nutzen, daß man aus 
den beiden Integralen H^ = a^^ q) = Konst. ebensoviele 
neue Integrale der vorgelegten Differentialgleichungen 
ableiten kann als die Ordnung der Differentialglei- 
chung beträgt, von der man zur Bestimmung der 
Funktion H^= F ein Integral finden muß. Wir haben 
nämlich gesehen, daß man, wenn k — 1 jene Ordnung ist, die 
neuen Integrale 

A^ = Konst., A^ = Konst., . . . , Aj^^i = Konst. 

hat, die voneinander und von den drei gegebenen Integralen 
unabhängig sind. Es wird daher der Nachteil einer höheren 
Integration gewissermaßen kompensiert. 

Aus dem Obigen geht folgendes hervor: Wenn auch das 
Integral cp = Konst. nicht das ist, das in der Reihe der Inte- 
grale, die nach der von mir auseinandergesetzten Methode 
nacheinander zu ermitteln sind, als drittes Integral benutzt 
werden kann, so hilft doch die Kenntnis dieses Integrals sehr 
viel zur Auffindung des dritten Integrals jH"^ = Konst., vor- 
ausgesetzt , daß der Ausdruck [H^ , cp] sich nicht auf eine 
von NuU verschiedene Zahl reduziert und auch nicht auf eine 
Funktion von f, JET^.»») 
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Das Obige wird daranf angewandt zn ermitteln, welchen Nntzen 
die drei anf die Erhaltung der Flächen bezüglichen Integrale bei 
der Integration der dynamischen Gleichungen nach der oben an- 
gegebenen Methode haben. 

§ 64. Nach Yoransschickang der obigen allgemeinen Be- 
trachtungen kehre ich zu dem Gegenstand zurück. Wir fragen 
nach dem Nutzen, der sich bei unserer Integration aussen 
drei Integralen ziehen läßt, die das Prinzip der Erhaltung der 
Flächen betreffen. Bei den Anwendungen auf die Dynamik ist 
/* = a die Gleichung , in der das Prinzip der Erhaltung der 
lebendigen Kräfte enthalten ist. Es seien //^ = «i , ^/> = Konst. 
zwei von den drei Gleichungen, die das Prinzip der Flächen 
ausmachen, es sei also, wenn die drei Ausdrücke 

durch q^, q^, ..., qmj Pn Pi, --j Pm ausgedrückt sind, 
'^Tf / dxi d%i\ 

Ich habe oben in § 51 (4) bewiesen, daß 

[cp, xl)] = H,, [xl), H,] = cp, [H,, (p] = xp 

ist. Hiernach wird nach den im vorigen Paragraphen ge- 
gebenen Vorschriften, wenn man [f/), H^]= Ä^, [A^, H^] = J^ 
setzt, A^ = — xpy A^ = — <p und daher ä; = 2 , ^^= W= — (p. 
Jetzt ist zu setzen 

d(p : dA^ = A^ : A^ 
oder 

dcp : — dip = — xp : — qp 
oder 

(pdq) + xpdxp = ; 
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das Integral dieser Gleichung lautet: 

H^ = (fcp -^ ipip = Konst. 

Im vorliegenden Falle steigt die Differentialgleichung, deren 
Integral zur Bestimmung von H^ gefunden werden muß, nur 
zur ersten Ordnung auf, und es gibt nur ein neues Integral 
1/;= Konst. der vorgelegten Differentialgleichungen, das sich aus 
dem gegebenen tp = Konst. ableiten läßt. Da jene Gleichung 
erster Ordnung ohne weiteres integriert ist, so haben wir, wenn 
die drei Integrale des Prinzips der Flächen gelten, zwei Funk- 
tionen H^ und -Hj, die identisch den Gleichungen genügen: 

A.n Stelle von H^ darf man auch eine beliebige andere Funktion 
von /*, jB"^, H^ setzen, z. B. die Funktion 

4 = VH,H, + cpcp + ipip, 

die meistens bequemere Formeln liefert. Hat man irgend ein 
Integral H^ == Konst. in der Reihe der nach unserer Methode 
zu ermittelnden Integrale gefunden, so vermindert sich, wie 
wir oben in § 22 gesehen haben, die Ordnung des Systems 
von Differentialgleichungen, das noch zu integrieren ist, um 
zwei Einheiten. Führen wir also an Stelle ^er beiden Integrale 
cp = Konst., xp = Konst. das eine-ET^ = Konst. ein, so kann 
es scheinen, daß wir nichts gewonnen haben, da auch durch 
zwei beliebige gefundene Integrale die Ordnung der vorge- 
legten Differentialgleichungen um zwei Einheiten vermindert 
wird. Es besteht aber der Unterschied, daß wir nach Ein- 
führung des einen Integrals H^ = Konst. unsere Integi-ations- 
methode anwenden können, nach der durch jedes neu gefundene 
Integral H^ = Konst. die Ordnung der Differentiationen um zwei 
Einheiten vermindert wird. Noch besser aber wird die Natur 
der angegebenen Methode durch folgende Betrachtungen klar. 
Ich habe oben in § 56 in besonderer Weise gezeigt, was 
auch aus unserer allgemeinen Theorie hätte entnommen werden 
können, daß, so oft das eine Integral 

gilt, mit Hilfe dieses Integrals eine Veränderliche v^ zusammen 
mit ihrer Ableitung — ^ aus den vorgelegten Differentialglei- 



dt 



r 
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chungen ganz herausgeht, wodurch die Ordnung der Diffe- 
rentiationen um zwei Einheiten vermindert wird. Setzt man 
nämlich v^ = w,- + v^ und eliminiert mit Hilfe der obigen 

Gleichung ^^, so bleiben in den vorgelegten Differential- 

gleichungen von den Veränderlichen ^i , t;, , . . . , % und ihren 

dtC' 
Ableitungen nur die Differenzen w,-, -j^ zurück. Um nun aber 

den Vorteil, den wir auf diese Weise gewinnen, nicht wieder 
zu verlieren, mttssen wir zur weiteren Reduktion der Ordnung 
der Differentiationen nur die Integrale anwenden, die auch nur 
die Differenzen der Veränderlichen v^^ v^, ..., v^ enthalten. 
Das trifft bei den beiden übrigen Integralen, die sich auf das 
Prinzip der Flächen beziehen, also bei 

cp = Konst. , ip = Konst.', 
wobei 

vrr I . / dz^ drA dvA 

ist, nicht zu. Aus diesem Grunde muß man statt dieser beiden 
Integrale eine gewisse Kombination von ihnen benutzen, in der 
nur die Differenzen der Winkel v^, v,, ..., ^?^ vorkommen. 
Eine solche Kombination ist die Gleichung 

cp (p -{- ijj ip = Konst. 

Man hat nämlich, wenn e die Basis der natürlichen Logarithmen 
bedeutet, 

-2,m,e \z, ^^ Ti ^^ z-j, ^^V 1|, 

ip — fp V^^ 



1 
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Setzt man 

Xi = Qi COS rii , u = Qi sin ij, , 
so erhält man 

rp+<py^=;Sfn,e-'"^-\)(^ - cos,?, ^i^Vi^V^) , 
mithin 

fj-co.„.,.,/j.^)(^Js+-,...,.^y=i). 

In dieser Doppelsumme sind i und ä; die Werte 1 , 2 , . . . , w 
beizulegen^ wenn n wieder die Anzahl der materiellen Punkte 
ist, deren Bewegung bestimmt werden soll. Die Summe enthält 
offenbar nur die Differenzen der v^, v^^ ..., v^. Daß sie auch 

von den -^, ^, • •, -r^ nur die Differenzen enthält, wird 
dt ^ dt ^ dt 

leicht bewirkt mit Hilfe der Gleichung 

B, =2!^Ur}^=y;miQ]A^'>Ji^ = Konst. 

Nach Beseitigung des Imaginären geht die obige Gleichung in 
folgende über: 

ipip + gxp 

=2'm,m,cosK-.,)^J^|pJ^^ + i^^^ 

eine Formel, die wir bei dieser Gelegenheit notieren wollen. 

Da es nach dem Obigen im vorliegenden Falle klar ist, 
daß man bei der Integration der vorgelegten Differential- 
gleichungen statt der beiden Integrale q) = Konst., ip = Konst. 
das eine (p cp -\- \p ip ^= Konst. anwenden muß, so fragt es sich, 
welchen Nutzen das Integral (p = Konst. oder xfj = Konst. 
bietet, das man neben diesem Integral rp q> -{- ip ifj = Konst. 
noch hat. Der Nutzen ist der, daß man dank dem Integral 
einer Quadratur überhoben wird. Es seien nämlich H^ = a^, 
cp = Vöj cos/?, ip = Va, sin/:? die drei Integrale, die das Prinzip 

Ostwalds Klassiker. 1&6. 12 



178 ~ C. G. J. Jacobi. 

der Erhaltung der Flächen ausmachen, wobei a^, a^, ß willkür- 
liche Konstanten bezeichnen. Hat man alle Integralgleichungen 

zwischen den Größen r,-, w,, x^, -7^, — *, -rj gefunden, so 

findet man —rj- mit Hilfe der Gleichung 

OLZ 

durch die oben in § 56 (1) angegebene Formel: 



X7 1 "'^i 



dv„ -^ * * dt 

dt 



Aus dieser Formel hätte man den Wert von v^ durch eine 
Quadratur zu ermitteln, die einem jedoch durch die Gleichung 
q) = Ya^ cos/? oder ip = Va^ sin/? oder eine andere aus ihnen 
zusammengesetzte erspart wird. Es wird nämlich, wenn man 
die oben angegebenen Ausdrücke für qp, 1/; benutzt, 

qp cos v^+tp sin v^ = Va^ cos [v^ — ß) 

xrr ( . / dZi drA dvi 

=^m,jsmi.,(r,^-^,-j-;.,r,cost.,^ 

qp sint?^ — xp cos«;^ = Va, sin [v^ — ß) 

dxi drA , . dv: 

- — X:-^\-{- Xi V: Sin U: -^ 



=^m,jcos^.,(r,-^-;.,-*)+^,r,smi.,— 



Durch jede dieser Gleichungen bestimmt sich nach Einsetzung 

der Werte — ^ = —-? 4- --^ , die wir jetzt als gegeben be- 
ctt dt dt 

trachten, % ohne Quadratur. 



Es wird bewiesen, daß jedes mechanische Problem, für das die 

Prinzipe der Erhaltung der lebendigen Kräfte und der Flächen 

gelten, und bei dem die Lage des Systems nur von drei Konstanten 

abhängt, auf Qnadrataren hinauskommt. 

§ 65. Nach den obigen Betrachtungen kann man abschätzen^ 
was wir durch die angegebene Methode gewinnen, wenn bei 
einem mechanischen Problem außer dem Prinzip von der Er- 
haltung der lebendigen Kräfte die drei Integrale gelten, die 
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das Prinzip der Erhaltung der Flächen betreffen. Die Ord- 
nung des vorgelegten Systems von Differentialgleichungen 
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ist 2 m — 1. Sie wird durch das Integral f=a auf die 
Ordnung 2 m — 2 zurückgeführt und durch die drei Integrale 
des Prinzips der Flächen H^ = «4, 9^ = Va^ cos/?, \p = Vo>^ sin/9 
auf die Ordnung 2 m — 5. Denn wenn auch schon durch die 
beiden Integrale f =. a^ 1I^ = a^ die vorgelegten Gleichungen 
auf die Ordnung 2m — 4 zurückgeführt werden, indem man 

v;^ = w,- -|- v^ setzt und -~~ eliminiert, wobei v^ von selbst 

(LZ 

aus den Differentialgleichungen fortgeht, so kann man doch, 
wie ich bemerkt habe, um das Wiederauftreten von % in 
den Differentialgleichungen zu vermeiden, statt der Integrale 
(jp = y a^ cos ßj tp = Vd^ sin Iß nur das eine Integral cp(p-\-xpip=a^ 
benutzen, und es wird daher die Ordnung 2m — 4 nur noch 
um eine Einheit vermindert werden, unsere Methode aber, 
nach der jedes den gegebenen Bedingungen genügende Integral 
die Ordnung der Differentiationen um zwei Einheiten vermindert, 
bewirkt, daß durch Anwendung der beiden Integrale H^ = a^, 
H^ = «4, für welche man identisch hat 

[H„ f] = 0, [H„ f] = 0, [H„ H,] = 0, 

die Ordnung 2m — 2 auf die Ordnung 2m — 6 zurück- 
geführt wird. Es fließt also in dem Spezialfall m = 3 aus 
der angegebenen Methode der bemerkenswerte Satz: 

Jedes mechanische Problem, für das die Prinzipe 
der Erhaltung der lebendigen Kräfte und der Flächen 
gelten, und bei dem die geometrische Lage des Systems 
durch drei Größen bestimmt wird, läßt sich auf Qua- 
draturen zurückführen. 

Der vorstehende Satz verliert etwas von seiner Wichtigkeit 
durch den Umstand, daß es, wenn ich mich nicht sehr irre, 
kein mechanisches Problem gibt, für das die genannten allge- 
meinen Prinzipe gelten, und bei dem die Lage des Systems von 
drei Größen abhängt, außer jenen zwei Problemen der Be- 
wegung eines von einem festen Zentrum angezogenen Punktes 
und der Rotation eines kräftefreien starren Körpers um einen 

12* 
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festen Punkt. Die vollständige Lösnng dieser Probleme ist 
aber seit geranmer Zeit unter den Analysten eine ausgemachte 
Sache. Man pflegt allerdings die Zurückführung des zweiten 
Problems auf Quadraturen als den schönsten Ruhmestitel zu 
preisen, den die Analysten des achtzehnten Jahrhunderts erlangt 
haben, die sich jedoch auf die Integration der Differential- 
gleichungen sehr gut verstanden. Und später verdiente Lagrange 
hohes Lob und gerechte Bewunderung, der die Zurückftthrung 
des Problems auf Quadraturen anzugreifen wagte, ohne die 
Eigenschaften der Hauptachsen der Körper zu Hilfe zu nehmen, 
auf die sich Euler» Analyse stützte; das hielt man fttr eine 
glänzende und fast überschwenglich geniale Leistung. Deshalb 
wird es vielleicht den Analysten nicht mißfallen, daß hier 
nicht nur ohne Hilfe der Eigenschaften der Hauptachsen, son- 
dern sogar ohne bestimmte Wahl der Veränderlichen, ja sogar 
ohne Bildung der dem Problem eigentümlichen Differential- 
gleichungen die Zurückführung auf Quadraturen bewirkt wird, 
wobei nur der Umstand benutzt wird, daß bei dem angegebenen 
Problem allgemeine mechanische Prinzipe gelten, ^'^j 

Es erscheint der Mühe wert, die gleichzeitige Zurück- 
führung der beiden in Rede stehenden mechanischen Probleme 
auf Quadraturen, die nach der mitgeteilten allgemeinen Methode zu 
bewirken ist, genauer auseinanderzusetzen. Wenn die betrachteten 
Bewegungen gestört werden, so liefert dieselbe Analyse ohne 
weitere Rechnung die Ableitungen der gestörten Elemente {§ 52). 



Gleichzeitige Lösung des Problems der Bewegung eines von einem 
festen Zentrum angezogenen Punktes und der Rotation eines kräfte- 
freien starren Körpers um einen festen Punkt, zugleich mit den 
Differentialansdrücken der gestörten Elemente beider Probleme. 

§ 66. Es werde irgend eine Art gewählt, bei dem einen 
Problem die Lage des Punktes im Räume, bei dem andern 
die Lage des starren Körpers um den festen Punkt zu be- 
stimmen. Das geschieht in beiden Fällen durch drei Größen, 

die ich q^, g,, q, nenne. Es sei "^ = ^iS -jf = ?,', -^ = öi, 

und nachdem man die Summe der lebendigen Kräfte T durch 
Qu Qty ?s» Qu 9ii ?3 ausgedrückt hat, sei 

Hl"^'' Wi~^'' ö?3"^^* 
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Nehmen wii* an, H = a sei die Gleichung des Prinzips von 
der Erhaltung der lebendigen Kräfte, und H^ = a^J tp = a\^ 
(p = a'l seien die drei Gleichungen, die das Prinzip der Er- 
haltung der Flächen' in bezug auf drei zueinander senkrechte 
Ebenen darstellen. Diese Ebenen gehen bei dem einen Problem 
durch das Anziehungszentiiim hindurch, bei dem andern durch 
den festen Punkt des Körpers. 

Die Größen a, a, , a/, a'( sind willkürliche Konstanten, die 
in die Funktionen H, H^, q)^ ip nicht eingehen. Nachdem 
Hy jBTj, H^ i=VH^H^ + q>q>~j-ipif) durch die Größen q^^ g^, ^3, 
Pii Pii Pi ausgedrückt und aus den Gleichungen 



in denen a, = Va^ a^ + a[a[ + a![a" ist, die Größen p^ , i>j, i?3 
durch g'j , ^4, q^ bestimmt sind, i^i p^dq^'\- p^dq^-\-p^dq^ 
ein vollständiges Differential, und wenn man 

S^pMx +i>,^^t +1^3^53) = ^ 

setzt und mit a, a^, a,, 6, h^^ \ willkürliche Konstanten 
bezeichnet, so werden nach §§ 33, 34 die Gleichungen 






die vollständigen Integrale jedes der beiden Probleme, und die 
drei letzten Gleichungen werden die endlichen Gleichungen der 
Probleme sein. 

Wenn die betrachteten Bewegungen gestört werden, und bei 
den gestörten Problemen die das Prinzip der Erhaltung der 
lebendigen Kräfte betreffende Gleichung 

ir + ß = Konst. 

wird, so sind nach § 52 die Ableitungen der gestörten Ele- 
mente durch die Formeln gegeben 
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Schon Poisson hat seinerzeit in einer herühmten in den Ab- 
handlungen der Pariser Akademie vom Jahre 1816 erschienenen 
Abhandlung bewiesen, daß die Differentialansdrücke der ge- 
störten Elemente für beide Probleme durch eine gemeinsame 
Analyse ermittelt werden können. Die beiden ungestörten 
Probleme habe ich aber, wie ich glaube, hier zum ersten Male 
unter einer gemeinsamen Analyse zusammengefaßt. 3^) 

Nun will ich unter bestimmter Wahl der Veränderlichen die 
gefundenen Formeln für das eine Problem besonders entwickeln. 



Ober die Bewegung eines von einem festen Zentrum nach dem 

Newtonsehen Gesetze angezogenen Punktes; die Differentialformeln 

der gestörten Elemente. 

§ 67. Es seien 

^ cos i; , Q %mri cosv , q sin »j sinv 

die rechtwinkligen Koordinaten des angezogenen Punktes, das 
feste Zentrum als Koordinatenanfang betrachtet. Setzt man 

-^ = ^', _ = -y', -77 = ??'und die Masse des Körpers gleich 1, 
at at at 

so wird, wenn x* die Anziehungskraft für die Einheit der Ent- 
fernung bezeichnet, 

H = i(?V+ e*^'^'+ Q* sin'iy . v'v') — — = a, 

W \H^ = q'^ sin'iy ' v' = a^y 

H^ = {H^H^ + (p(p + ^flp)^ = Q^r]'r]'+Am*r]•v'v')^:^a^, 

Dies sind bekannte Formeln, die sich leicht beweisen lassen. 
Die Größen q^ rj^ v sind hier dieselben, die ich im vorigen 
Paragraphen mit q^, g,, ^3 bezeichnet habe. Es wird femer 

mithin 

bT , hT ^ , hT , . , , 
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Die Größen q', rjj^ , v^ sind hier dieselben wie die im vorigen 
Paragraphen mit p^y p^, p, bezeichneten. 
Eliminiert man i?', so wird naeh (1): 



woraus folgt 



(2) 



v^ = Q^ sin* i; • v' = «1 . 



(3) 



Setzt man diese Werte ein, so wird 

=/H°+7)-#^«+/|»:-^i*'"'+».«- 

Hier ist nicht nur klar, daß, wie wir allgemein bewiesen haben, 
der Ausdruck 

p^dq^ +p^dq^+"' 

ein vollständiges Differential ist, sondern wir sehen, daß durch 
die von uns getroffene Auswahl der Veränderlichen sogar die 
Trennung der Veränderlichen in jenem Differentialausdruck 
erreicht ist. Dasselbe tritt für ein beliebiges Anziehungsgesetz 

ein, das sich durch die Funktion -^ 



bQ 



ausdrückt. Es ist 



nur nötig, in dem obigen Ausdruck von V an Stelle von — 
zu setzen /"(p). ^ 

Aus der Gleichung (3) fließen nach den im vorigen Para- 
graphen gegebenen Vorschriften die endlichen Integrale des 
Problems : 



(4) 



,+»=ir= 



V _ r dQ 



4' 
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Es wird zunächst 

dri n sini^ dri 



n dt] /* sini^ drj 



(7) 

J \al- . , 



= ^arcco8(}/_4_.co8,?); 
femer erhält man ans (5) 
(8) v-b,^- f "^^""^^ =arcco8(T/I^.cot^), 



(10) 



woraus folgt: 

(9) cot i; = |/ *"7^^ . cos {v — 6J . 

Weiter wird sein: 



falls man setzt 



(11) iü — x* = Kx* + 2aaJ • cos w . 

Setzt man (7) und (10) ein, so geht die Gleichung (6) in fol- 
gende über: 

(12) b^ = arcGosi y -^ — ^— j-cosi^j — w, 
woraus folgt: 

(13) cos T] = ]/?i-Il^ . cos(r* + fej . 
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Endlich erhält man ans (4): 



wenn man also 

(14) X* + 2aQ = Vx* + 2aa\ • cos^ 

setzt, so wird 



15) t + b = —== I QdE= r r-^.sin£'. 

y^2aJ^ (—2a)* (— 2a)t 

Damit die gefundenen Gleichungen eine einfachere Form an- 
nehmen, will ich fttr die benutzten willkfirlichen Konstanten 
andere einführen. Es sei 



Ma\ l/i , 2aa| x* (-2a)* x _ 

dann werden die Formeln (14), (11), (16): 

(17) ^ = ^(1 — ecos^) , — ^ ■^ = l + 6cosw, 

^{t + b) = E — e^mE. 

Ans diesen Gleichungen geht hervor, daß die Größen Ey u^ 

a 
|u(^+5), Aj e, — bj — ^ die exzentrische Anomalie, die 

wahre Anomalie, die mittlere Anomalie, die halbe 
große Achse, die Exzentrizität, die Perihelzeit, die 
Quadratwurzel des halben Parameters sind. 
Setzen wir femer 



(18) 



l/aj — aJ . i. , X «1 

y — — ^ — - = taugt, woraus folgt — !- = cosi, 
^1 ^« 



so wird nach (9): 

(19) cost cosi; = sint sin»y cos(v — b^) , 

Diese Gleichung lehrt, daß die Bahn des angezogenen Punktes 
eben ist, und i die Neigung der Bahn und b^ die Länge 
des aufsteigenden Knotens der Bahn bezeichnet; mithin 

wird — ^ gleich der Quadratwurzel des halben Para- 

X 

meters multipliziert mit dem Kosinus der Neigung 
der Bahn sein. Hiermit haben schon die fünf willkürlichen 
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Eonstanten a, a^, a,, 6, 6^ eine geometrische Bedeutung ge- 
wonnen. Es -bleibt noch die Gleichung (13) übrig, die nach 
(18) in folgende übergeht: 

(20) cos rj = sint cos(w + 6,) = sini • sin Iw + — + 6,1 . 
Diese Formel lehrt, daß -«- + ^« der Abstand des Perihels 



om aufstei 
Nach dem 
äitungen der 


genden Knoten ist. 
in § 66 angegebenen Theorem werden die Ab- 
gestöi-ten Elemente: 


da 
dt~ 


hü da^ öß rfa, öß 
bb ' dt ~ 06/ dt ~ 06/ 


db 
dt~ 


öß db,_ bQ db^_ öß 
öa ' dt ~ ba^ ' dt ~ öa, 



In diesen Formeln ist: 

die halbe große Achse, 



2a 
a^ 

X 



die Quadratwurzel des halben Parameters mul- 
tipliziert mit dem Kosinus der Neigung, 

die Quadratwurzel des halben Parameters, 



ZI 
X 

— 6 • • • die Perihelzeit, 
b^ '" die Länge des aufsteigenden Knotens, 

7t 

H- 6, • • • der Abstand des Perihels vom aufsteigenden 



2 



Ejioten. 



Bedeutet daher, um die üblichere Bezeichnung anzuwenden, 
A die halbe große Achse, h die Quadratwurzel des halben 
Parameters, i die Neigung, t die Perihelzeit, Q die Länge 
des aufsteigenden Knotens, ts seinen Abstand vom Perihel, 
so werden die Differentialformeln der gestörten Elemente: 



(21) 



- dA 
"^ dt = 


2A^^^ 


""Tt 


= - 


^^ bA' 


drs 

" dt = 


hh ' 


dh 
""Tt 


= 


öß 


JQ_ 


bii 


d{h cost) 
" dt 


= 


bii 


"" dt - 


b{hcoai) ' 


öQ 



Integration partieller Differentialgleichungen. 



187 



Diese Formeln sind äquivalent mit den folgenden Differential* 
gleichongen, in welchen q = Vxx + yy -[-xx ist: 

d'^x x*a; öfl 

d/^y Y}y öß 

d^x y}x öß 



(22) 



dt'' 



bx 



dabei ist ii eine gegebene Funktion von x, y, Xj t. Oder 
sie sind äquivalent mit folgenden allgemeineren Differential- 
gleichungen: 



(23) 



dx_ ,, öß 
dx »j^öß 

di~''^h^' 



dx' 




x*a; 


öß 


dt 





?' 


hx' 


dy' 
dt 


= 


y.*y 


bß 

by' 


dz' 




X»« 


bii 


dt 


"~~ 


e' 


W 



dabei ist ß eine gegebene Funktion von t, x, y^ x, x\ y\ «'. 
Nach den verschiedenen oben mitgeteilten Methoden werden 
aus dem vorliegenden System kanonischer Elemente unzählige 
andere mit Leichtigkeit abgeleitet. 

Will man, was bei den Rechnungen bequemer ist, statt der 
Perihelzeit als Element die Epoche oder den Wert der 
mittleren Anomalie für ^ = einführen, 

C = — f,lT = f.tb j 

so leitet man aus (21] leicht ab: 






dA 
It 



-21 



^öß 



während die übrigen Formeln (21) ungeändert bleiben. 

Wir wollen noch den endlichen Ausdruck der Funktion V 
«uchen. Es wird 



K- + 7) 






xe 



miE 



Vä 1 — ecos-E/ ' 
dQ = AesinEdE, 
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woraus folgt 



/H» + 7)-f^ = -^/i^ 



Ain^EdE 



6COS-E7 



Es wird ferner, wenn man a^ = xä = iiVÄ(l — e*) setzt, 

= X /» arc cos l-r-? 1 — x ä cost arc cos (cot* cot »j) . 
ysini/ ' 

Mithin ist 

F=xy5J^+esin^— 2/r^arctg/|/^^tgy)j 

+ x/i arc cos i— — l] + x Ä cosi(v — arc cos (cott coti;)} . 

Bei der Differentiation dieses Ausdrucks nach den willkürlichen 
Konstanten Ay e, i^ die an Stelle von a, a^ , a^ eingeführt 
werden können, sind die Gleichungen anzuwenden: 

\ jp 

= 1— ecos^+^esin^T-r, 

bE 
= cos^ — eüinE-r—, 
he 

= ^. 

Die obigen Integrationen sind von der Grenze ß = ^(1 — e) 

bzw. iy = — i an ausgeführt. Auf diese Grenzen haben 

wir bei der Differentiation von V nach den willkürlichen Kon- 
stanten keine Rücksicht genommen. Da nämlich in dem Aus- 
druck V die Glieder unter dem Integralzeichen für jene Grenzen 
verschwinden, so ergibt sich leicht, daß die aus der Variation 
der Grenzen hervorgehenden Glieder verschwinden und daher 
vernachlässigt werden dürfen. 
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Über die Anwendung der anseinandergesetzten Methode auf ver- 
seMedene Probleme, insbesondere auf isoperimetrische Probleme. 

§ 68. Die allgemeine Methode läßt sich auch leicht an* 
wenden auf das berühmte Problem eines Punktes, der von 
zwei festen Punkten mit gegebenen Massen nach dem Newton- 
sehen Gesetz angezogen wird. Mit seiner Lösung beschäftigt, 
hatte Euler außer den beiden von den Prinzipen der Erhaltung 
der lebendigen Kräfte und der Flächen gelieferten Integralen 
noch ein drittes Integral gefunden, wodurch das Problem auf 
eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen zwei Veränder- 
lichen zurückgeführt wurde. Es bedurfte aber des großen 
Scharfsinnes und des unerschi'ockenen Mutes dieses hervor- 
ragenden Mannes, um nach den verschiedensten Versuchen die 
Zui-üokführung dieser äußerst komplizierten Differentialgleichung 
auf Quadraturen gelingen zu lassen. Dui*ch unsere Methode 
hätte nach der allgemeinen Regel, ohne eine Rechnung anzu- 
stellen, die Differentialgleichung auf Quadraturen zurückgeführt 
werdet können. Hat man nämlich aus jenen drei Integralen 
a?', y\ x' durch x^ y, z und die drei willkürlichen Konstanten 
a, a^jtt^ ausgedrückt, die in den Prinzipen der lebendigen Kräfte 
und der Flächen und in dem von Euler gefundenen Integral 
stecken, so sind die drei Gleichungen 

I [^ dx + -^dy + -— dz] = h, , 

/ [-—dx + ~^dy-{'—-d%\ = k 

in denen die Ausdrücke unter den Integralzeichen vollständige 
Differentiale sind, die endlichen Gleichungen des vorgelegten 
Problems. Ebenso erhält man auch für dieses Problem aus 
unsern allgemeinen Sätzen ohne jede Rechnung die Störungs- 
formeln. 

So oft bei einem mechanischen Problem, für das das Prinzip 
der Erhaltung der lebendigen Kräfte gilt, die Lage des Systems 
durch zwei voneinander unabhängige Größen q^ , q^ bestimmt 
wird — was z. B. der Fall ist, wenn ein Punkt sich auf einer 
gegebenen Fläche in kürzester Linie bewegt — , hätte man die 
neue Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen 



2» 
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erster Ordnimg nicht nötig, sondern es genügt die Loffrangesche 
Methode, die fQr drei Veränderliche als abgeschlossen betrachtet 
werden darf. ^^) Probleme dieser Art hängen von der Integration 
einer Differentialgleichnng zweiter Ordnnng zwischen zwei Ver- 
änderlichen ab. Diese reduziert sich, wenn anßer dem ge- 
nannten Prinzip noch ein anderes Integral 

fiiQij ?«, Pii Pi) = (^i 

bekannt wird, anf die erste Ordnnng. Aber nach unserer all- 
gemeinen Methode oder auch nach der LagrangeBcken Methode 
parti^e Differentialgleichungen erster Ordnung in drei Ver- 
änderlichen zu integrieren, läßt sich diese Differential- 
gleichung erster Ordnung zwischen zwei Veränder- 
lichen immer auf Quadraturen zurückführen. Es sei 
nämlich f=a die Gleichung der lebendigen Kräfte, und man 
ermittele aus den Gleichungen f =^ a^ f^^= a^ die Werte von 
Pii Pr I^^^ö wird die Gleichung 



/(:-f;^«. + ^^'.)-'' 



die Lage des Systems bestimmen, d. h. für einen einzelnen 
auf einer gegebenen Fläche sich bewegenden Punkt seine 
Bahn, und die andere Gleichung 



/fä'''.+s^'.)='+' 



die Zeit der Lage. Diesem Fall, der nur die Integration 
einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung in drei 
Veränderlichen verlangt, in der die eine der Veränderlichen, 
die gesuchte Funktion, selbst nicht vorkommt, ordnen sich die 
oben angeführten Beispiele unter. Führt man nämlich Polar- 
koordinaten ein, so läßt sich durch das von dem Prinzip der 
Erhaltung der Flächen hergenommene Integral eine Veränder- 
liche und die nach ihr genommene partielle Ableitung aus der 
partiellen Differentialgleichung eliminieren, so daß die drei 
unabhängigen Veränderlichen auf zwei zurückgeführt werden 
und die partielle Differentialgleichung, von deren Integration 
das Problem abhängt, auf eine andere schon bei Lagrange 
behandelte. 

Bekanntlich sind die linearen gewöhnlichen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung in zwei Veränderlichen so be- 
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schaffen, daß nach Auffindung eines Integrals das andere nur 
von einer Quadratur abhängt. Wir sehen, daß mechanische 
Probleme auf andere gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung in zwei Veränderlichen führen, die so beschaffen sind, 
daß nach Auffindung eines Integrals das andere nur noch 
von Quadraturen abhängt, und die keineswegs linear sind.^^) 

Von dieser Art ist z. B. die bekannte Differentialgleichung, 
die sich auf die kürzeste Linie auf einer gegebenen Fläche be- 
zieht; denn diese Linie beschreibt' ein Punkt, der gezwungen ist, 
sich auf der gegebenen Fläche zu bewegen, und auf den keine 
beschleunigenden Kräfte wirken. Mithin hat man den Satz: 

Hat man für die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, von der die kürzeste Linie ajbhängt, ein Inte- 
gral gefunden, so ist die Bestimmung der Linie auf 
bloße Quadraturen zurückgeführtes) 

Beispiele für diesen Satz liefeni die kürzesten Linien auf 
Rotationsflächen, Kegelflächen, Zylinderflächen, bei denen ein 
Integral sich von selbst bietet. Allgemeiner wird das Gesagte 
für die Differentialgleichungen zweiter Ordnung gelten, von 
denen die Aufgabe abhängt, Integi-ale der Form 



M""' ^' S)'^^ 



zu einem Maximum oder Minimum zu machen. Aus dem 
oben Mitgeteilten geht aber, wenn man die hier behandelten 
mechanischen Probleme in der Form 

d/{T+ ü) dt = 

schreibt, leicht hervor, daß sich die angegebene Methode auf 
alle isoperimetrischen Probleme anwenden läßt, bei denen der 
Ausdruck unter dem Integralzeichen eine beliebige Anzahl un- 
bekannter Funktionen und deren erste Ableitungen enthält. 

Setzt man nämlich §',•' = -^, und ist die Gleichung 

(tt 

^/9^(^ Qij Qti • • • , 9my 9u Ql, • • • j ^m)^* = 

vorgelegt, so bilde man 

oq^ oq^ 6q^ 
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und eliminiere ans diesem Ansdmck gl, g^, . . . , 9^^ mit Hilfe 
der Gleichungen 

hcp hcp b(p 

03, ö^, dg^ 

Dann wird das Problem, wie man leicht nach den be- 
kannten Regeln der Variationsrechnung beweisen und auch 
aus der Analyse entnehmen kann, die man bei Hamilton findet, 
von der vollständigen Integration des folgenden Systems ge* 
wohnlicher Differentialgleichungen abhängen : ^*) 



dq^ hH 
dt ~ bp^' 


dq^_ bH 
dt ~ d^, ' 


dq^ bH 
' dt hp^ 


dp, hH 
dt ~~ dy, ' 


dp^ bH 
dt ~ Ög, ' 


dp,n bE 
'"' dt bq^ 



Diese vollständige Integration wird, wie ich bewiesen habe, 
erhalten durch die vollständige Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 

^ + i. = 0. 

in der man zu setzen hat 

_hV _1^ _ ^^ 

Diese Integration wird aber durch die hier auseinandergesetzte 
neue Methode erledigt. 

Auch einen allgemeineren Fall isoperimetrischer Probleme, 
in denen der Ausdruck unter dem Integralzeichen außer den 
ersten Ableitungen der unbekannten Funktionen höhere Ab- 
leitungen irgend welcher Ordnung enthält, gelingt es, auf die 
Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
zurückzuführen. Diese partiellen Differentialgleichungen ge- 
nießen alle den Vorzug, daß sie die gesuchte Funktion oder 
die abhängige Veränderliche selbst nicht enthalten. Es gibt 
aber auch isoperimetrische Probleme, die zu partiellen Diffe- 
rentialgleichungen führen, die auch die abhängige Veränderliche 
enthalten. Ich meine die Probleme, bei denen der Ausdruck, 
dessen Variation man zu Null machen muß, nicht unmittelbar 
als Integral vorliegt, sondern selbst von der Integration einer 
Differentialgleichung erster Ordnung abhängt, die außerdem 
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unbekannte Funktionen und deren Ableitungen enthält. Ja 
sogar, wenn der Ausdruck, dessen Variation man zu Null 
machen soll, durch eine Differentialgleichung irgend welcher 
Ordnung gegeben ist, die auch unbekannte Funktionen und 
deren Ableitungen enthält, gelingt es, die Frage auf die Inte- 
gration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
zurückzuführen. Es können also auch bei jenen sehr allge- 
meinen Fragen unsere Methoden angewandt werden. 

Wir haben die isoperimetrischen Fragen, die auf partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung zurückgeführt werden 
können, im obigen als solche angenommen, bei denen Funk- 
tionen einer Veränderlichen oder Kurven gesucht werden, 
die einer Maximums- oder Minimumseigenschaft gentigen. Welche 
Analoga hierzu es bei den isoperimetrischen Problemen gibt, wo 
man Funktionen von zwei Veränderlichen oder Flächen sucht, 
die ein gegebenes Doppelintegral zu einem Maximum oder 
Minimum machen, das zu ermitteln tiberlasse ich glticklicheren 
Bemtihungen. 



Über die einfachen Beziehungen, durch die die partiellen Ablei- 
tungen der Veränderlichen nach den kanonischen Elementen den 
Ableitangen der Elemente nach den Veränderlichen bezüglich 
gleichgesetzt werden, entweder direkt oder mit umgekehrtem 

Zeichen. 

§ 69. Die Systeme von Elementen, die in den Lösungen 
der mechanischen Probleme auftreten, wie sie nach unserer 
Methode gefunden werden, liefern nicht nur die einfachsten 
Störungsformeln, sondern sie genießen noch andere wichtige 
Eigenschaften. Diese will ich im folgenden auseinandersetzen. 

V sei eine Funktion der Größen 



9n 


9i, •■ • j 9m> 


a,, a,, ... 


> ^m I h> 't ) • • • 


fn> 


und wir 


wollen setzen 








(1) . 


ÖF 


ÖF 


ÖF 




(2) 










(3) 


= T 




■■■' "ö*7"~ "' 
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Mit Hilfe der Gleichungen (1) und (2) seien q^^ q^, ..., ^,„, 
PijP^i'-'iPm durch a,, a^,. ..,«;„, ö^, b^j ..., b^, t^, t^, ..., t^, 
ausgedrückt und umgekehrt a^, a^ , . . . , a,„ , b^J b^j . . . , b„^ 
durch q^, g,, . . . , g^, j?^, j?,, . . . , p^, <,, t^, . . . , /^. 
Diese Ausdrücke sind es, die ich im folgenden meine, wenn 
die Größen ^, , q^, ..., 5^^, p, , p,, ..., p^ nach den a^, &,-, ^. 
oder umgekehrt die Größen a, , a^, . . . , a^, 6^, 6^, . . . , &^^ 
nach den g^,-, p,-, t^ differentiiert werden. Die Annahme, daß 
die Größen q^, p^ so durch die a,-, 6,-, t^ ausgedrückt sind, 
daß (1) und (2) Identitäten werden, will ich die erste An- 
nahme nennen; die Annahme, daß die Größen a,-, 6,- so durch 
die q^, p,-, t^ ausgedrückt sind, daß (1) und (2) Identiäten 
werden, will ich die zweite Annahme nennen. 

Unter Zugrundelegung der ersten Annahme wollen wir 
die Gleichungen 

nach a,-, &,•, t^ differentiieren. Dann ergibt sich: 

h^V bq, h^V 6g, Ö^F Ög^,_ö5, 

(6) -il^-+J!I^^+_^l^^^' + ... + -i!^-^=o 

öa/^ö^,- baf^bq^bti ba^bq^'bti öa^ög^ ö^,- 

Unter Zugrundelegung der zweiten Annahme wollen wir die 
Gleichungen 

bV 

nach q^'^ ^,', t^' differentiieren. Dann ergibt sich: 

(7) ^"^ I ^"^ ^''^ I ^'^ ^"^ I I ^'^ ^"'»^o 

(8) a*F aa, b'F Sa, a^F 6«^_i)p;t 
dg-;!;)«, bp( hqxita^ i>Pi' ^QX^^^m ^Pi ^Pf' 

(9) _ö!I _j_ i)»F da. , Ö«F K^ . ,_ J*^ ö«m_n 



^3'A^V ^9'A^^i ^^i' ö^'A^^i ^^i' ÖQ'A^^m ^k 
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In diesen Formeln kann man den Indizes i, *', A:, X die Werte 
1, 2, ..., m beilegen, außer wenn *, i\ bei t stehen, in 
welchem Falle ihnen die Werte 1 , 2 , . . . , (.i zukommen. Die 



Ausdrücke 



^h ^PX 



Ui ' hp,^ 



—^ sind entweder Null, wenn ä, A von ^, i' 



verschieden sind, oder gleich 1, wenn k = i, k = i' ist. 
Man multipliziere die Gleichungen (4), (5), (6) mit 

haj^ öa^ öa^ 

und summiere nach Ausführung der Multiplikationen nach dem 
Index kj d. h. man setze für k der Reihe nach 1, 2, 
und addiere die so entstehenden Ausdrücke, 
wir nach (7), (8), (9) aus (4): 



Dann erhalten 



(10) 



(11) 



(12) 



ba^bai bq^' ba^ba^ bq^' 

b'V bq, bW bq, 

bq^bq.' ba^ bq^bq^' öa,- 

dV ba, . b^V ba. 



ba^ba^ bp^i 
b^r ba^ 



ba^ba^ bp^' 
b^V ba^ 



ba^ba^ b t^' ba^b a^ b t^i 



öV ba„ 



ba^ba. bqi' 
^'y Hm 



bq^bq^^ ba. ' 



b^V ba, 



m . 



ba^ba- bp^' 



bq^ 



ba^ba^ bt^i 
b^V bq^, 



bq^^bti' bai ' 



aus (5): 



(13) - 
(14) 



(15) 
ans (6): 



da,- bqc 

Ui _ aV bq^ b^r hq^ 



(16) 



bt^' bq^bti> bb^ ^Q%^h' ^^i 
Ö*F ba, , Ö*F ba^ , 



^ h 






ba,b ti b q^' 
_ bW bq, 



ba^bt^ bq^' 
ö*F bq^ 



bq,bqi' bt^ bq^bqi' bt^ 



b^V ba^ 
ba^bti bq^' 

_b^V_Hm 
bq^bqi' bti ' 

13* 
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(17) 



(18) 



Ä'F öo, 


h*V bflj 


ba.btf bpf 


da,ö<,- öp,' 


i*r ha, 


Ö*F äa. 


ita,i)ti ify 


' öa^ö«,- hti' 


_ d'F hq, 





h^V ha„ 



H' 



+ • 



bq^bti< bt^ bq^bt^' bt^ 



H h 



ba^bti bti' 
b'V bq^, 



btr 



bq^bti' bti 



Wenn man auf beiden Seiten der Gleichungen (10), (12), (16), 
(18) bezüglich 

b^V b^V b^V b^V 

bq^' da,- ' bt^'bai ' bq^'bt^ ' bti'bt^ 

addiert, so lassen sich die gefundenen Gleichungen (10) — (18J 
so schreiben: 

bpj^ 

öa,- ' 

bTi< 

da/' 

bbi ' 

bbi ' 
bji' 
bbi ' 



(10*) 
(11*) 
(12*) 
(13*) 
(14*) 
(15*) 
(16*) 
(17*) 
(18*1 



Uü,- 

bqf 


= 


ipi. 


= 


htf 


= 


ba,. 




Hi' 




bpi' 


= 


ba,. 




hti- 


""" 




= 


ör, 




hpi. 






= 



bpi' 
bti ' 

bti ' 

bTi> 
bti 



Um die obigen neun Gleichungen, die wichtige und elegante 
Theoreme sind, richtig zu verstehen, mu£ man festhalten, daß 
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sich die Ausdrücke auf der linken Seite alle auf die zweite 
Annahme beziehen, nach der die 2m Größen a. und b^ als 
Funktionen von q^,q,, ..., g^, i?<, i?,, ..., i^m» Uj^j "-y h^ 
betrachtet werden, die den Gleichungen (1) und (2) identisch 
gentigen; diese Werte der a. und b^ sind auch in die Aus- 
drücke T^ einzusetzen, bevor sie nach t-' differentiiert werden. 
Dagegen stützen sich die Ausdrücke auf der rechten Seite alle 
auf die erste Annahme, nach der die 2m Größen q. und p^ 
als Funktionen von a^, a^, ..., a^, b^J 6^, ..., ft^^, t^, t^, ..., f^ 
betrachtet werden, die den Gleichungen (1) und (2) identisch 
gentigen; diese Werte der q. und p. sind in die Ausdrücke 
T^' einzusetzen, bevor sie nach t. differentiiert werden. 

§ 70. Die Integralgleichungen des vorgelegten Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen werden hauptsächlich unter 
zwei Formen betrachtet. Entweder werden nämlich alle Un- 
bekannten durch eine von ihnen (z. B. bei den mechanischen 
Problemen die Zeit) und durch die willktirlichen Eonstanten 
ausgedrtickt, die die vollständige Integration mit sich bringt, 
oder es werden die willkürlichen Konstanten durch die Unbe- 
kannten * ausgedrtickt. Hierbei nenne ich Unbekannte auch 
deren Ableitungen, soweit ihre Ordnung niedriger ist als die 
höchste Ordnung, zu der sie in den vorgelegten Differential- 
gleichungen aufsteigen. Die Gleichungen der zweiten Form 
sind so beschaffen, daß durch einmalige Differentiation alle 
willktirlichen Konstanten von selbst herausfallen und daher 
die so entstehenden Differentialgleichungen vermöge der vor- 
gelegten Differentialgleichungen von selbst ferftillt sind; solche 
Integralgleichungen habe ich insbesondere Integrale der vorge- 
legten Differentialgleichungen genannt. Die Integi-algleichungen, 
die die elliptische Bewegung eines Punktes betreffen, der nach 
dem Newton^chen Gesetz von einem festen Punkt angezogen 
wird, sind öfter unter beiden Formen angegeben worden; zu 
verschiedenen Zwecken sind die partiellen Differentialquotienten 
ermittelt worden, die sich ergeben, wenn man bei der einen 
Form die Unbekannten nach den einzelnen willktirlichen Kon- 
stanten oder bei der anderen Form die den willktirlichen Kon- 
stanten gleichgesetzten Funktionen nach den einzelnen Unbe- 
kannten differentiiert. Deshalb erscheint mir erwähnenswert, 
was aus den obigen Formeln hervorgeht, wenn ein System 
gewöhnlicher Differentialgleichungen vorliegt, wie es bei mecha- 
nischen Problemen zu integrieren ist: 
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dt 




dq^ _ i)H 
dt ~~ öpj' ' 


' dt ~~ 


hH 


dp^ 

dt 


bq,' 


dp^ hH 

dt ~~ dq^ ' 


dPm. 
■' dt ~ 





Wird ein kanonisches System von willkürlichen Kon- 
stanten oder Elementen ausgewählt, so werden die 
Ableitungen der Unbekannten nach den Elementen 
oder der Elemente nach den Unbekann1>en einzeln 
gleich, oder sie unterscheiden sich nur im Vorzeichen. 
Es sei nämlich in den obigen Formeln ^t = 1, d. h. es 
sei nur eine von den Größen #^ , ^^ , . . . , if^ da , die ich t 
nennen will. Setzt man in dem Ausdruck 

-^-^= T 
bt 

an Stelle von a^, a^, ..., a^ ihre durch q,, q^, ..., g',,,, 
Pii Pii ••'} Prm ^ ausgedrückten Werte ein, wie sie aus den 
7n Gleichungen 

bV _ bV _ bV _ 

^q^ dq^ bq^^ 

erhalten werden, so gehe T in — H über; — H sei also der 
Ausdruck von T bei der zweiten Annähme. V wird daher das 
Integral der partiellen Differentialgleichung 

sein ; dieses Integral wird m willkürliche Konstanten a^ , a^ ? • • • > 
a^ enthalten. Wir wollen in den Gleichungen 



(2) 



öF_ öF_ br_ 



hV _ öF_ }L — h 



aus denen die Gleichungen (10*) — (18*) des vorigen Para- 
graphen folgten, a^, a, , ..., a^, b^, &,, ..., 6^ als Kon- 
stanten beti-achten , so daß nach jenen Gleichungen 5, , q^, 
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•••? ^my P\^ Piy ••' Pm Funktionen von t allein werden. 
Schreiben wir auf der linken Seite der Gleichungen (16*), (17*) 
des vorigen Paragraphen — ^ an Stelle von T.^ so erhalten 
wir 2 m Differentialgleichungen, denen die Gleichungen (2) ge- 
ntigen : 

^^ hqi< dt ' bpi' dt ' 

In diesen Formeln sind dem Index i ' die Werte 1 , 2 , . . . , m 
beizulegen. Die Gleichungen (10*) — (15*) liefern aber das an- 
gegebene Theorem, daß nämlich die partiellen Ableitungen der 
Veränderlichen nach den Elementen den partiellen Ableitungen 
der Elemente nach den Veränderlichen einzeln gleich sind. 
Wenn die Funktion H das t nicht enthält, ein Fall, der bei 
mechanischen Problemen sehr häufig vorkommt, so kann man 
folgendermaßen verfahren. Nehmen wir an, daß im vorigen 
Paragraphen die Funktion V die Größen t^j ^, , . . . , t^ über- 
haupt nicht enthält; ferner wollen wir h an Stelle von a^ 
schreiben , an Stelle von b„i aber t + r. Dann werden die 
Gleichungen (1) und (2) des vorigen Paragraphen: 

Durch Elimination von a^ , a^, ..., a^_4 aus (4) ergebe sich 

H= h, 

wobei H eine Funktion von ^^^ , g,, .. . , 5^, j?^ , ^j, .. . , p.j,^ 
ist, die h nicht enthält. Man kann also auch umgekehrt F als 
vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung 

betrachten, in der a^^ a^, ..., a^_, willkürliche Konstanten 
sind (die willkürliche Konstante, die mit der Funktion F reiu 
additiv verbunden werden kann, berücksichtigen wir wie ge- 
wöhnlich nicht); h ist eine gegebene Konstante, die schon in 
der Differentialgleichung selbst auftritt. Betrachten wir ferner 
in den Gleichungen (4), (5) a^y a,, ..., a.rf^_^, h, b^y &,, ..., 
br,i^^, T als Konstanten, so werden nach jenen Gleichungen 
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<U^ ^i, • • • , 2m j Pi^ PtJ ""> Pm gegebene Funktionen der 
Größen t sein. Setzen wir in den Gleichungen (13*), (14*) 
des vorigen Paragraphen i = w, und schreiben wir, wie ver- 
einbart wurde, h und / + ^ ^^ Stelle von a;„, ö^, so wird 
auf der linken Seite jener Gleichungen mit Hilfe der Glei- 
chungen (4), (5) a^j oder h durch q,j q^, ^^^ qmi Paj P^i "'\Pm 
auszudrücken sein, d. h. es ist fttr a^ zu setzen H, Bemerken 

wir dann noch, daß an Stelle der Ausdrücke r^, rr^ oder 

^ — — — — wenn t als unabhängige Veränderliche be- 



trachtet wird, zu schreiben ist 

^qi _ dqi bpi' _ dpi^ 



bbf^i^ dt bb^ dt 



j 



so gehen die Gleichungen (13*), (14*) in ein System gewöhn- 
licher Differentialgleichungen über, die den Gleichungen (4), (ö) 
genügen : 

^__dPi^ bH _dq^ 

bqi' dt ' bpi' dt 

Und umgekehrt werden diese Differentialgleichungen durch die 
Gleichungen (4), (5) vollständig. integriert. Ferner liefern die 
Gleichungen (10*), (11*), (13*), (14*) des vorigen Paragraphen 
die Formeln: 



bbi 


bpi. 


bbi ö?i' 


dQi. 


öa,- ' 


bpf ö a,- 


Ui 


bpc 


da,- bq^' 


iqi' 


bbi ' 


bpf bbi 



in denen dem Index i die Werte 1, 2, ..., m — 1, dem Index i' 
die Werte 1, 2, ..., m beizulegen sind, und es wird 

br bpi' br bq^' 

ö^ "" ir ' bp^~^~bh'' 

in diesen Gleichungen sind dem Index i' wieder die Werte 
1 , 2 , . . . , m beizulegen. *) 



*) Formeln dieser Art, die ich der Berliner Akademie der 
Wissenschaften mitgeteilt habe, finden sich schon in meiner kleinen 
Abhandlung: »Neues Theorem der analytischen Mechanik« (Grelles 
Journal, Bd. XXX, S. 117), ^Jacobis W. Bd. IV, S. 137 . Clebsck. 
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Die o1)igeii Formeln werden angewandt auf die freie Bewegung 

von n materiellen Punkten, l)ei denen die Gleichung der Erhaltung 

der lebendigen Kräfte gilt. 

§ 71. Es scheint mir der Mühe wert zu sein, einiges von 
dem, was wir oben gefunden haben, für den Fall eines nur 
inneren Kräften unterworfenen freien Systems in einem be- 
sonderen Theorem auszusprechen. In diesem Falle wollen 
wir an Stelle der Größen q^ die rechtwinkligen Koordinaten 
setzen, so daß an Stelle der p^ die Ausdrücke m^x/, m^y/j 
m^x/ zu setzen sind. 



Theorem. 

Betrachten wir die Bewegung eines freien Systems 
von n materiellen Punkten; cc^, y^, x^ seien die recht- 
winkligen Koordinaten des Punktes mit der Masse m,-, 
und auf die einzelnen Punkte m,- mögen in der Rich- 
tung der Koordinatenachsen die Kräfte m^X^, ^i^» 
m,- Z,- wirken, die so beschaffen sind, daß die über 
alle Punkte des Systems erstreckte Summe 

^rrii [Xi dXi + Yi dy^ + Z^ dxi) 

ein vollständiges Differential 

d U =^mi [Xi dXi + Yi dy^ + Z,- dXi) 

wird. Dieser Fall liegt vor, so oft das System von 
materiellen Punkten nur inneren Kräften der An- 
ziehung oder Abstoßung unterworfen ist. Um die 
Bewegung des Systems zu finden, integriere man die 
partielle Differentialgleichung 



i^im-Q'^iB 



u+h, 



in der h eine Konstante ist. Hat man die vollständige 
Lösung V gefunden, die außer der Konstanten, die 
rein additiv mit ihr verbunden werden kann, die 
willkürlichen Konstanten a, , a^, ..., a^n-v enthält, so 



1 



ÖF dx. 


ö F rfa;. 


ÄF dy, 

^r'"^ät' 


ÖF d^, 
öt/, - "*' dt ' 


itV dx. 
ö;.,=^' dt' 


dF d«. 
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werden die endlichen Gleichungen, durch die die Be- 
wegungen der Punkte definiert werden, lauten: 

ÖF_^ ÖF_ _^I__j. ^^^ — i^ 

wobei fc^, 6,, ..., fegn-i) ^ neue willkürliche Konstanten 
bezeichnen. Ferner wird sein: 

öF dx^ 

'^ Ix^^'^'-lü^ 

' ^ Ö2/n ~ "" dt ^ 

• dF_ dZn 

'' ^,~'^'' dt ' 

Nach den angegebenen Gleichungen lassen sich, 
wenn man 

, dX: , dV: , dX: 

"^^ "" ^^ ' ^^ "~ tZ^ ' "^'^ dt 

setzt, die 6?i Größen a;^, 2/i) ^ü a:^/» 2//? ^j' ^Is Funktio- 
nen der 6w Größen a^, a^, ..., «3^-1» ^7 ^o ^j, •••> ^an-n 
^ + x: betrachten, oder man kann umgekehrt die 67? 
Größen a^, a,, ..., ag^.^, h, h^, h^, ..., &,„_,, ^ -+- r als 
Funktionen der 6w Größen a::,-, «/,•, ^,-, a;/, t//, ;?;/ ansehen. 
Bildet man unter den beiden Voraussetzungen die 
partiellen Ableitungen jener Funktionen, so werden 
die unter der einen Voraussetzung gebildeten Ab- 
leitungen den unter der anderen Voraussetzung ge- 
bildeten Ableitungen einzeln gleich, oder sie unter- 
scheiden sich nur im Zeichen. Es wird nämlich, 
wenn i irgend eine der Zahlen 1, 2, ..., n und k 
irgend eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . , 3n — 1 bezeichnet, 

ÖiT; Ö6i- hX: ^üu 

nyi . L. 2_ /m . L _ "' 

' Uk ~ bx/ ' ' bfcfc ~ da;,' ' 

'ö%- byi' ""'bb.-iyr 
m. '^*< _ _ 1^1 ,„ ^ _ ^ 
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W 
bh 

hXf 

w 



m, 



m,- —==-=- = 



m.— =- = 



»»,---r- = 



m, 



m, 



hXi ' 

Hr + t] 



hx: 



mi—r^=: — 



m 



m, 









Hr + t) 



^x^ 



^{r+t) 



bh 
'Jh 



mi-—~~ = 



bzi 



Nehmen wir an, daß die vorliegenden Bewegungen 
gestört werden, indem zn den auf den Punkt m^ wir- 
kenden Kräften m^Xj^ '^i^i, "rri^Z^ neue Kräfte niiX/, 
m,F/, m^Z/ hinzutreten, wobei X/, F/, Z/ Funktionen 
aller Sn Koordinaten x^y y^j z^ und der Zeit bezeichnen. 
Es sei überdies, wenn nur die Koordinaten und nicht 
zugleich die Zeit variiert werden, die über alle Punkte 
des Systems erstreckte Summe 

^^MiiXi'ÖXi + Y/dyt + Z/dZi) 

eine vollständige Variation 

- dn =;^mi(X{ÖXi + Y^ÖVi + Zi^^i) . 

Dies festgesetzt, werden die Gleichungen des un- 
gestörten Problems 



ÖF 



ÖF 



ÖF 






bF 



Ih 



= t + T, 



ÖF , hV 

- — z=in,y,, - — = ♦».«,, 



ÖF_ 
ÖF 

ÖF 

' 0^ = "^»*» 



»»n2/„. 
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auch die gestörten Bewegungen liefern, wenn man 
an Stelle der Elemente a^, a,, ..., »3^-4» ^? ^u ^«» •••? 
^3n-i> ^ Funktionen der Zeit nimmt, die den Diffe- 
rentialgleichungen genügen: 



'dt~ 


06.' 


da, 

~dt ~ 


06,' 


' dt 




dh^ 
dt ~ 


öß 
öo.' 


db^ 
dt~ 


i»ß 

öa,' 


' ' dt 


bß 






dh 


öß 


dr dß 








dt 


ör ' 


dt ~ hh ' 





in diesen Gleichungen wird angenommen, daß die 
Funktion ß mit Hilfe der für die ungestörte Be- 
wegung gefundenen Gleichungen 

durch Elemente und Zeit allein ausgedrückt ist. 

Die im vorstehenden Theorem angegebene partielle Diffe- 
rentialgleichung wird aus der Gleichung 

II=T—U=h 

gefunden, da T die Summe der lebendigen Kräfte ist 

^ = h^^i {^i< + Vi Vi + <^i) ^ 
während die Gleichungen 

bT _ _ bV 

die in die Gleichung II = h einzusetzen sind, damit die par- 
tielle Differentialgleichung hervorgeht, hier lauten 

bV , öF , W 

Es geht daher die Gleichung 
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über in die Gleichung 

das ist die in dem obigen Theorem angegebene partielle 
Differentialgleichung. Die Störungsformeln des Theorems sind 
dem § 52 entnommen, wobei h und r für a und b geschrieben 
sind. Dieselben Ausdrücke für die Ableitungen der Elemente 
erhält man auch bei den allgemeineren Differentialgleichungen, 
in denen ß außer den a?,-, 2/«, ^t ^^^^ ^i® Größen a;/, y/^ x/ 
enthalten darf: 

dxi_ , . J^öß dyi_ , , 1_^ dzi_ , , J^öß 

di~''''^mibxi'' ~di'^'^''^mihyi" dt ~'''~^ niihz^' 

^dx/ _ h{U-Q) dy/ MU^n) ^dzi_ b(U^n) ^ 

^* df- hx, ' "^^ dt" hy, ' * dt^ hZi ' 

diese Gleichungen gehen, so oft ß die x/, ?//, z/ nicht ent- 
hält, wieder in die gestörten Differentialgleichungen über, wie 
man sie gewöhnlich hat: 

Ut'" bXi ~' *dt''~" byi~^ Ut^"~ bZi ' 

Will man das obige Theorem auf die elliptische Bewegung 
der Planeten anwenden, so können wir, wie es in den Formeln 
des § 67 geschehen ist, setzen 

/^ = — 2^, a4=xKjpcosi, a^ = }iVp, 

b = T ^ b^ = Q ,^ + 5, = zar, 

wobei Äy py i, — r, Q , tor die halbe große Achse, den 
halben Parameter, die Neigung, die Perihelzeit, die Länge des 
aufsteigenden Knotens, den Abstand des Perihels vom auf- 
steigenden Knoten bezeichnen und /} die anziehende Kraft 
für die Einheit des Abstands. Wenn wir die x^ y^ z, x', y\ z' 
durchs, ^, Vjpcosi, r, Q, CJ, t ausdrücken oder umgekehrt 
Ay py iy Ty Q, zff durch die a:, y^ Zj x\ «/'? ^' und jene 
Ausdrücke unter beiden Voraussetzungen differentiieren, so er- 
geben sich aus dem obigen Theorem die Formeln: 
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'^ 



/O I/O 



OS 



^ /o L2 












1^ '^ I/o ^ 






«1^ 






.3 "^ iCo %^ 

I Ä( '^ I/O /O 



^^ /O I/O 'O I/O 
(M 



CR 

/o I/O I Si^ 



/O /O I/O '^ 



o ^1^ ^1^ jgi, 



^ 



13 |?s^ 



^ 



^ /o |/o 



/O 



I sL ^P ^ 



^^ /O U*-s 



/O I/O /O 
CM 



Ä, '^ !/o /o 



f^ /O I/O /o\^ 



^ 

W 



/O 1^ 



^ 



/O I/O 



/O 



/O I/O 



/O 

X 



/O l'^ 



^ 



/O |/o 



OQ 

1 O 

/olJÄ, 

I /O 



«|C8 « 



'^ «113 

P^ /O I/o 






^ I/o 



^ 



r^ /O I/O 



/O O 1^ 
C4 
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In diesen Formeln bezeichnet i die Neigung der Bahnebene 
gegen eine Ebene der rechtwinkligen Koordinaten Xy y^ z und 
Q den Winkel, den der Schnitt beider Ebenen mit der einen 
Koordinatenachse bildet, die in jener Koordinatenebene gezogen 
ist. Aus den bekannten Formeln der elliptischen Bewegung 
kann man leicht eine Verifikation der obigen Formeln gewinnen. 
Sie lassen sich auch leicht in verschiedene andere Formen um- 
gießen. 



Über die Ansdrücke {(p, i/^) und [(p, tp], die naeli Art der in den 
Störnngsformeln von Lagrange and Poisson auftretenden Koeffi- 
zienten gebildet sind. Wenn irgend ein Integral Hi = a, der 
dynamischen Gleichungen bekannt wird, so lassen sich alle Ab- 
leitungen einer beliebigen Funktion nach dem Element biy das in 
irgend einem kanonischen System von Elementen zu ai konjugiert 
ist, angeben. 



§ 72. 


Setzen wir wieder 








[v^ 


rp] 


Ö9) öl// 
bq^ öjp, 


öf/) öt// 


Hm 


öl// 
^Pm 






b(p öl// 
öjp, ö<?, 


bcp 


bq. 


bcp 


Ö(// 


ferner unter Anwendung 


runder 


Klammern 




(^iP, 


xp)- 


hiphcp 


+ 0J1 
^ö(// 


bcp ~^' 


~^ ÖJ// 


^Pm 
b(p 






ög-, öp, 


ö?. 


^Pt 


hm 


^Pm 



bcp hlp bcp byj bcp bxp 

Dann läßt sich aus den in § 69 mitgeteilten Formeln leicht 
beweisen, daß man hat: 



(1) [ai, a^] = 0, K, bj,] = 0, 


[^•, 6fc] = 0, 


■2) K «ä) = 0, (a,-, 6fc) = 0, 


{h.h) = o, 


mit Ausnahme der Gleichungen 




(3) [auh] = -l, 




(4) («.-, ^)= 1. 





Die Formeln (1) beziehen sich auf die zweite Annahme, 
bei der wir die a^-, hi als Funktionen der g,-, ^,-, t betrachtet 
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haben, die Formeln (2) auf die erste Annahme, bei der die 
<7,-, p^ als Funktionen der a,-, b^, t betrachtet werden. Diese 
Formeln beweist man aus (10*)fF. in § 69 folgendermaßen: 

Man hat, wenn die Summation sich über die Werte 1,2, . . . , w 
von i' ersti'eckt: 

= ^ ^^/öa^j. hq^ ha^ ^pA 
Ui -^lö^i' Ui '^hpi< hbj' 



mit Ausnahme der Fälle, wo in der ersten und vierten Glei- 
chung k = i ist, in welchen Fällen man hat: 












hpi' oft,- 



Setzen wii- in den obigen Formeln die Gleichungen (10*), 
(11*), (13*), (14*) des § 69 ein 



^Pi' 



da^ 



ö^t' 



H' ' 



bbi 






hpi' hb^ hqi> 06,- 

so gehen jene in die folgenden über: 

— [«Ä, *i] = 0, [a/c,ai] = 0, [&i,^/J=0, — [a^, ^>A:] = 0, 

die mit den zu beweisenden Gleichungen (1), (3) zusammenfallen. 
Jetzt wollen wir in denselben Formeln wieder die Glei- 
chungen (10*) — (14*) des § 69 einsetzen, in denen wir jedoch 
k an Stelle des Index i schreiben, so daß sie lauten: 



öftfc _ hp{ 


^h_ 


bqf 


öaj. 


^Pi' 


haj^ bq^' 


hqf öflft' 


hpi' 


d%' 


dg,-. 


^h' 


bpi» bbf. 
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1 



Setzen wir sie ein, so gehen die oben angegebenen Gleichungen 
in die folgenden über: 

1 = (a,-, 6,-), 

die mit den zu beweisenden Gleichungen (2) , (4j zusammenfallen. 
Es seien r/), ip beliebige gegebene Funktionen von a^, a^, 



^) K 



••> ^m» 



die die Größen t^^ ^, , 



. ., ^a nicht 



enthalten. Setzt man die durch die g,, pi, t^ ausgedrückten 
Werte der a,- , b^ , ein, so werden cp , xp Funktionen von diesen 
Größen, und es wird sein: 



=2 



2 






hfp ba,- 



+ 






h(p oft,- 



i)^( 



hip hajf. hip hbff 



Dieser Ausdruck läßt sich so darstellen: 



[^.^i=.?ii?i?.i».-.«'i+:^-i^[«^.'.!i 



Nach (1), (3) hat man also: 

Ihcp hip 



hbi bbf^ 



[^•, h 






oder 



(5) 






hcp hip 

hcp hxp 
Ip^^q^ 
h(p bip 



hcp hlp 
hrp hlp 



Ostwalds Klassiker. 



hcp blfJ 
ha^ bb^ 

166. 



h(p bip 



^Pm ^Qm 
b(p btp 
hb^ ba^ 
hrp b(p 

14 
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So oft also der Fall eintritt, daß cp, ip solche Funktionen der 
^•, j9,, t. sind, die durch die a.^ b. allein ohne die Größen t^ 
ausgedrückt werden können, wird auch 

h(p (itp hcp blfJ bcp blp 

^Pi ö^i ^Pi^Q^. ^Pm ö?m 

eine solche Funktion sein, da sie gleich dem Ausdruck 
hcp bip bcp bip , _i ^ '^^ ^^ 

hb^ ba^ bb^ba^ ^^m^^m 

b(p bip b(p bi^f bcp bip 

öa, bb^ ba^ bb^ ^^m ^^m 

wird; dieser Ausdruck wird, wenn ^, ip Funktionen der a,, b^ 
allein und von den t^ frei sind, ebenfalls eine von den t^ freie 
Funktion der a^., b^ allein sein. Wenn von den Größen t^ nur 
eine bei dem vorgelegten Problem auftritt, so geht der vor- 
stehende Satz über in folgenden, den seinerzeit Poisson be- 
wiesen hat: So oft cp = Konst., \p = Konst. Integrale des 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen 

dqi bH dpi ^ ^ *\ 

'~di'~bpi' ^'~'~bqi 
sind, drückt sich [r/?, xfj] durch die Elemente allein ohne t aus. 
Ein sehr bemerkenswerter Spezialfall der Gleichung (5) ist 
der, wo die Funktion ip einer der Größen a,-, &,• gleich wird. 
Dann geht nämlich jene Gleichung in die folgenden einfachen 
über: 

r 1 ^^P 



(6) 



[„„=-^4, 



*) Poisson hat die Differentialgleichungen in anderer Form 
angegeben. Wenn er nämlich auch in seiner ersten Abhandlung 
über die Variation der Konstanten bemerkt hat, daß die durch die 

qi, pi dargestellten Ausdrücke für -Jj , -J- so beschaffen sind, daß 

die Ableitung des ersten nach p/,. gleich der Ableitung des zweiten 
nach Pi ist, so hat doch zuerst Hamilton den einfachen Ausdruck 

^ ^' = . — angegeben, woraus jene Eigenschaft von selbst folgt. 
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Diese Gleichungen lehren folgendes: So oft man ein Integral 

cp = Konst. 

der vorgelegten Differentialgleichungen hat, läßt sich 
(f durch die a^, &,• ohne t ausdrücken; diesen Aus-^ 
druck können wir aber im allgemeinen selbst nicht 
angeben, außer wenn die Ausdrücke aller a^, h^ durch 
die (/,-, j9^, t gegeben sind. Wenn wir aber auch nur 
von einem Element, das zu einem kanonischen System 
von Elementen gehört, den Ausdruck durch die (JijPj^t 
kennen, so kann man direkt die Ableitungen von cp 
nach dem konjugierten Element finden, ebenfalls aus- 
gedrückt durch die (/,-, pi^ t] dabei nennen wir die 
beiden Elemente a,- und h^ konjugiert. Ist nämlich das 
gegebene kanonische Element a,, so hat man nach (6): 

woraus, wenn man ^ ' , - ^ , • • • an Stelle von (p setzt, her- 
vorgeht: °^i '**'■ 

Es ergeben sich also nacheinander die Werte aller -~L 

ausgedrückt durch die q^, j?,-, t. Wenn man nur ein Integral 
</' = a^ hat, so kann die ip gleiche Konstante als kanonisches 
Element angenommen werden; auszunehmen ist jedoch der 
Fall, wo ip = 11 ist, was geschehen kann, wenn H das t nicht 
enthält; in diesem Falle hat man nämlich, so oft cp = Konst. 
ein anderes Integral ist, jp , a J = , und es ergibt sich daraus 
nichts Neues. 

Bei den weiteren und tiefergehenden Untersuchungen, die 
die vorgelegten Integi'ationen erfordern, damit alles noch Ver- 
borgene ans Licht kommt, müssen die Gleichungen (6) eine 
große Rolle spielen. Um sie näher zu erläutern, will ich sie 
direkt aus den in § 69 angegebenen Gleichungen ableiten. 
Das geschieht durch folgende Betrachtungen. Es sei a^ eine 
gegebene Funktion von g, , ^^, . . . , q,„, p,, p,^, . . . , p^, t. 
Wir wollen ^, wenn es in der Funktion a^- vorkommt, als ge- 
gebene Konstante betrachten und a, , a^^ ..., a,,^, ö^, h^^ .. ., 6^^ 
alle, mit Ausnahme von bi allein, als willkürliche Konstanten. 

14* 



dq, 
dhi 


öa,- 


dbi 


öa,- 
ög.' 



dqm_ 


öa^ 


' d6/- 


öi»« 


dPm_ 


Ui 
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Dann werden q^, q^, . . . , qm^ Pxt Pii • • • ? i^/w Funktionen 
von h^ sein, die den Differentialgleichungen (13*), (14*) des 
§ 69 genügen: 

dq^ öa,- 

dhi hp^ ' 

dp^ öa,- 

dhi ^ % ' 

diese haben genau dieselbe Form wie die vorgelegten Diffe- 
rentialgleichungen, nur daß a,. an Stelle der Funktion H und 
die Veränderliche 6^ an Stelle der Veränderlichen t steht. Nach 
den gewöhnlichen Differentiationsregeln lassen sich aus den 
obigen Gleichungen für jede beliebige Funktion der q^ , p^ die 
ersten, zweiten, dritten . . . Ableitungen nacheinander emitteln, 

indem man fortgesetzt für die Ableitungen -fr- > -rr ^^^^ 

dbi dbi 

Werte einsetzt; es ist ja ganz bekannt, daß man aus dem 

System von Differentialgleichungen 

dql öH dp^ hH 

dt hpi^^ dt bqi' 

für jede beliebige Funktion die Ableitungen jeder beliebigen 
Ordnung ausgedrückt durch die ^/, ^,', t finden kann. Sucht 
man z. B. für die Funktion (p die erste Ableitung nach &,, 
so erhält man 

dcp ^^ d^ . ^ dq^ . L. ^ ^gm 

dhi ^9i ^^i ^^i ^^i ^Qm ^^i 

h^dp, ^^dp^ h(p^ dp,n 

hp^ dhi 0^2 dhi ^Prn ^h 
ör/? öa,- bcp öa,- bcp öa,- 

h(p öaj hcp hUi bcp öa,- 

^Pi ^Qi ^Pi ö(?2 ^Ihn^Qm 

das ist die eine der Gleichungen (6), und nach derselben 
Methode beweist man die andere. 

Ich bemerke noch , daß man in den Formeln des § 6^ 
und in den obigen, die aus ihnen abgeleitet sind, überall «, ^ 
und qj p miteinander vertauschen kann. 



1 
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Die a,-, b^ seien durch andere Größen a, ß, y . . , aus- 
gedrückt; wir wollen noch den Wert des Ausdrucks 

Ir. /?^ — ^^» ^ -u ^ ^ -L , ^gm ^Pm 

^ ' ^^'^ bß ba'^ bß ha'^ ' ¥ ha 

__^hp^_hjk^ ,Htn ^ 

öa hß ba bß '" ha bß 
suchen. Es wird 

\^y P)—^\\^ai bß'^bbi bßjybaj, ba'^ bbf,baj) 

—V 1/-?»^ öa^ , ^ ^\ I^Pi' öa£ , ö^' bbA) 
^ Höafc ba "^ öfc/, öa/\öa,. bß "^ öfc,-. ö/!?/i ' 

wobei den Indizes i', i, h die Werte 1, 2, . . . , w beizulegen 
sind. Entwickeln wir die Produkte, so gewinnen wir aus der 
vorstehenden Gleichung 

wobei den Indizes i und h unter dem Summenzeichen die Werte 
1, 2, . . . , m beizulegen sind. Nach den Formeln (2) aber 
fallen unter dem Summenzeichen alle Glieder fort, für die 
i und h voneinander verschieden sind. Es folgt also, da nach (4) 

(a,-, fe^) = 1 
ist, und offenbar 

(«n «.) = Q, [h. \) = 

wird, so folgt 

i«' P^-^Uabß bß baj' 



d.h. 



(7) 



bß bß 

^''' ^^~ bßba'^ bß ba'^ ^ bß ba 

_ ög^ ö^ ___ ö^, 0^2 _ _ ^ ^_Pm 

ba bß ba bß '" ba bß 

__öa^öfcjöajö^ öo^ bb^n 

ba bß^ ba bß "^ *" öa ö/i? 

ba^ bbi^ öa, 06^ öa^ ö6^ 

"" "ö^ öä ^ öpf da d|S^ "öö" * 



r 
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Nehmen wir an, daß ^ zn den kanonischen Elementen 
gehöre, d. h. daß man habe f-I = U; oder ß = ^j, nnd daß 
die Ausdrücke der übrigen Elemente dieses Element nicht ent- 
halten. In diesem Falle geht die obige Formel in die folgenden 
einfachen über: 

Nachdem dies bemerkt ist, will ich einiges über die allgemeinen 
Störungsformeln hinzufügen, die für ein beliebiges System von 
Elementen gelten. 



Die von Lagrange nnd Poisson aufgestellten Systeme von Störnngs- 
formelu werden bewiesen und auseinander abgeleitet. 

§ 73. An Stelle von «,, a^, . . . , a^, b^^ ft^, . . . , hf,j 
habe man ein beliebiges System von Elementen a^y a^, ..., a,,,,. 
In bezug auf sie ist es üblich, die Störungsformeln hauptsächlich 
unter zwei Formen zu schreiben. Bei der einen, die von 
Lagrange herrührt, werden die pai'tiellen Ableitungen der 
Störungsfunktion £2 nach den Elementen linear ausgedrückt 
durch die Ableitungen der Elemente. Bei der anderen, die 
von Poisson herrührt, werden die Ableitungen der gestörten 
Elemente linear ausgedrückt durch die partiellen Ableitungen 
der Störungsfunktion Q nach den Elementen. Bei der einen 
Form sind die Koeffizienten der linearen Ausdrücke die Funk- 
tionen (a^-, a/J, bei der andern die Funktionen [or^-, aj.]. Es 
pflegt meistens bemerkt zu werden, daß die eine Form aus 
der andern durch bloße Auflösung von 2 m linearen Gleichungen 
erhalten werden kann. Niemand aber hat, soviel ich weiß, 
diese Auflösung wirklich versucht und auf diesem direkten 
Wege die eine Form aus der andern abgeleitet. Da dies nütz- 
lich ist und einen gewissen Schein von Schwierigkeit hat, so 
will ich es im folgenden auseinandersetzen. Vorher aber will 
ich die allgemeinen Störungsformeln aus den oben angegebenen 
ableiten, wenn sie auch direkt aus den Differentialgleichungen 
selbst gewonnen werden können, wie es gewöhnlich geschieht. 
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Man sehe zunächst die kanonischen Elemente a^y a^^ .. ., a,f^y 
bj^y &2 , . . . , 5^ als Funktionen beliebiger anderer Elemente 
Cf^, «2, . . ., a^j^ an. Dann wird nach § 52 sein: 



-^^ \ dt öa„ dt ba^if 



In diesen Summen sind dem i die Werte 1, 2, . . . , m, 
dem A; die Werte 1, 2, . . . , 2m beizulegen. Nach (7) im 
vorigen Paragraphen wird also: 

Man sehe zweitens a^ , a,, ...^ a^^^j als Funktionen von 
a^ , a^, ..., a^, ö^, fe^, ..., 6^^ an. Dann hat man nach §52: 

dt ^ \ ba^ dt "^ bbi dt j 



-Jlf \ öa,:ö^>,- ^ hb^ haij 



hbi öttj/öof/. 

In diesen Summen sind dem i wieder die Werte 1, 2, . . . , m, 
dem k die Werte 1, 2, ..., 2w beizulegen. Nach (5) im 
vorigen Paragraphen ergibt sich also, wenn man a„, aj. an 
Stelle von (p^ xp schreibt: 

(2) l ^ ^ 

Die Formeln (1) sind von Lagrange^ die Formeln (2) von Poisson 
angegeben worden. Die einen lassen sich aus den andern mit 
Hilfe des folgenden Theorems ableiten: 
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Theorem. 

^1, ?i7 •••» ?W7 Pm P%i "", Pm seien beliebige von- 
einander unabhängige Funktionen der Größen a^, a^, 
•••> ^2m? so daß umgekehrt a^, a,, ..., a^^ als unab- 
hängige Funktionen der Größen g^, g',, ..., g^, jp^, jp,, 
..., ^^ betrachtet werden können. Man setze bei 
der ersten Annahme 

__ ^ ö^__^ ^ Hm^JPm 

bei der zweiten Annahme 

Werden nach Festsetzung dieser Bezeichnungen die 
folgenden 2m linearen Gleichungen vorgelegt 

^'i = * +(«,, «jK+K, «,K-| |-(a4,a,w)«*.m, 

^'3 =(«3» «iK + (<^3) «4K+ * H t-(a3,«4w)w,^, 

SO gewinnt man durch Aufllösung dieser Gleichungen 
die folgenden Werte für w, , w,, ..., w^^: 






tm) 



«wJ ''«im 



und umgekehrt erhält man durch Auflösung dieser 
Gleichungen jene. 



Integration partieller Differentialgleichnngen. 



217 



Beweis : 

Wir wollen die vorgelegten Gleichungen mit 

mnltiplizieren und die Produkte summieren. Dann ergibt sich 
ein Ausdruck folgender Art: 

[cf,., a,]v, + [«,., a,] «;, H h [«,-, «^ml^im 

= ^^ w^ + ^2 Wj H h ^,n,.w. 

in dem 



+ [«,-, ««ml Km )«ä) 



=^ 






X 









■• + 



+ 



ÖOfj ÖOf^' 






^Pm ^gm 



In dieser Summe sind dem n die Werte 1, 2, . . . , 2m 
beizulegen. Denselben Ausdruck kann man nach Ausführung 
der Multiplikation so darstellen: 



i^\^Qi'^<^k'^^<^n W 
f7 \ö^.'ö«A: -^öof^ hq^'j 



In diesen Summen sind dem n die Werte 1, 2, ..., 2m und 
i', Ä' die Werte 1, 2, . . . , m beizulegen. Nun hat man aber : 
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-T ^^n ^Pi' ^Pi'' 
^ öof,, ög,' Mi ' 
^ la^ hpi' bpi' ' 






Der dritte und vierte dieser Ausdrücke verschwinden immer, 
der erste und zweite verschwinden, wenn i' und Je vonein- 
ander verschieden sind, und werden gleich der Einheit, wenn 
i' z=z k' wird. Mithin wird: 

k ^{hqi'bak'^'bpi'haj.l baj, 

Da dieser Ausdruck verschwindet, außer wenn i =^ k ist, und 
in diesem Falle in die Einheit übergeht, so sehen wir, daß 
auf der rechten Seite der Gleichung 

[«i, a^]v, + [of,., a^]v^ -\ [- [«,-, a,J^im 

die Koeffizienten A^y A^, . .. , A^jy^ außer A^ alle verschwinden, 
daß aber A^ == i wird. Also wird die obige Gleichung folgende: 

Erteilt man dem i nacheinander die Werte 1, 2, . . . , 2 w«, 
so gewinnt man die in dem ausgesprochenen Theorem ange- 
gebenen Werte der w^, u^y . . . , u^^i. 

In ganz ähnlicher Weise kann umgekehrt aus dem zweiten 
im obigen Theorem angegebenen Gleichungssystem das erste 
abgeleitet werden. 



-^ ^M- -^ 'WM '•M ^f"^"^"^"^ 

cAj cAj c/Vi cAj cAj cAa cAj cAj cAj cAj 
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Die »nova methodus« wurde aus dem Nachlaß Jacobis*) 
(f 1851) von Clebsch herausgegeben (Grelles Journal, Bd. 60), 
der das Manuskript im wesentlichen unverändert wiedergeben 
konnte und nur an einer Stelle (vgl. die Fußnote auf S. 131) 
eine Lücke auszufüllen brauchte. Jacobi hat seine Abhandlung 
im Jahre 1838 geschrieben. Seine Resultate waren, als Clebsch 
sie 1862 veröffentlichte, fast sämtlich schon von andern 
Mathematikern gefunden und bekannt gemacht {Liouvüle, Bour, 
Dankin). 

Die »nova methodus« nennt man auch die zweite Jcicobi- 
sche Methode im Gegensatz zu seiner ersten, die er 1837 
veröffentlichte, die aber im Grunde mit der Cawc%schen 
Methode identisch ist. 

Nach der ersten Jaco&ischen Methode muß man eine ge- 
wisse lineare partielle Differentialgleichung vollständig inte- 
grieren, um dadurch die charakteristischen Streifen zu finden, 
aus denen sich die Integralgebilde aufbauen lassen. 

Nach der »nova methodus« geht die Integration der par- 
tiellen Differentialgleichung 

^fei 7 ^i, • • • , <lmi Pij Pi^ • • M Pm) = « 
so vor sich: 

Man sucht zunächst eine (von fi" unabhängige) Lösung der 
linearen partiellen Differentialgleichung 



*) Über das Leben Jaeohi^ ist in einem andern Bändchen dieser 
Sammlung berichtet worden. 
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auf. Sie heiße ü,. Dann ermittelt man eine (von H und IZ^ 
unabhängige) Lösung H^ des Systems 

2) {Hf)=0, {HJ) = 0, 

darauf eine (von Hj H^^ H^ unabhängige) Lösung H^ des 
Systems 

3) (H/}=0, [HJ) = 0, [HJ)=0 

usw. Schließlich iat eine (von H, H^, ..., H^_^ unabhängige) 
Lösung Hm-i des Systems 

m-1) [Hf) = 0, (HJ) = 0, ..., {H^.,f) = 

herzustellen. 

Diese Systeme sind, wie sich mit Hilfe der Jaco&ischen 
Identität 

((9 V^)X) + (i^X) cp) + (ix cp) ip) = 

ergibt, vollständige Systeme. Man muß also für die voll- 
ständigen Systeme 1), 2), ..., m — 1) je eine Lösung be- 
stimmen, die von den bereits gefundenen unabhängig ist. 

Nachdem H^y H,, ..., ^^_i in der angegebenen Weise 
gewonnen sind, läßt sich eine Funktion 

^(^, ?i, •.., Qmy Pii '•! Pm) 
finden derart, daß die Gleichungen 

H=a^ ^1 = «17 •• • j -ö^-i = «m-i> F=^c 
einen Verein von oo*^ Elementen 1. Ordnung darstellen, der 
dann eine vollständige Lösung von H=a ist (mit den 
willkürlichen Konstanten c, a, , a^, ..., a^n-i)- 

Um F zu erhalten, hat man eine von Hj H^, ..., ^,^«4 
unabhängige Lösung des vollständigen Systems 






zu bestimmen 
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Nach Ä. Mayer erfordert die Ermittelung von H^ eine 
Operation*) von der Ordnung 2m — 2ij während die Be- 
stimmung von jP eine Quadratur verlangt. 

Zur Integration der Differentialgleichung H = a sind also 
nach der »nova methodus« (wenn man noch die Resultate von 
A, Mayer benutzt) folgende Operationen nötig, die nacheinander 
ausgeführt werden müssen: 

eine Operation von der Ordnung 2m — 2, 
eine » » » » 2m — 4 , 



eine » > » » 4, 

eine » » » » 2, 

eine Quadratur.**) 

In speziellen Fällen kann sich die Zahl der Operationen 
noch vermindern. Auch ist es oft zweckmäßig, eine Kombi- 
nation der beiden Jaco&tschen Methoden zu benutzen. Wie 
man dabei zu verfahren hat, zeigt Lies Methode. 



1) Zu S, 4. Jacobi hat an einer andern Stelle eine zweite 
Methode zur Herausschaffung der abhängigen Veränderlichen 
angegeben. Man denkt sich dabei V durch eine Gleichung 

definiert und aus ihr die Ableitungen von V berechnet, die 
man in die gegebene Differentialgleichung 

Vi^ij •••? ?mj ^, Pi, ..-, Pm) =^ 
einsetzt. Dadurch entsteht die neue Differentialgleichung 

hF hF 

in der die abhängige Veränderliche F fehlt. 



*) Eine Operation von der Ordnung [n — 1} ist die Bestimmung 

einer Lösung einer Gleichung ^0^ {Xi , • • •, a;J ^ = 0. 

**) Bei JacoM selbst ist die Zahl der geforderten Operationen 
größer (vgl. S. 40). 
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2) Zu S, 4. Diese Auffassung des Integrationsproblems 
gebt bis auf Eulcr zurück. Sie liegt auch den Methoden von 
Lagrange und Pfaff zugrunde. Bei Jacohi ist die Formulierung 
dadurch vereinfacht, daß die abhängige Veränderliche in der 
Gleichung nicht vorkommt. 

'^] Zm S. 12. Lineare partielle Differentialgleichungen zu 
integrieren, hat schon Lagrange gelehrt (vgl. z. B. seine LeQons 
sur la thdorie des fonctions, ley. 20 j. 

4) Zu S. 16, Es handelt sich bei dieser simultanen Inte- 
gration um »vollständige Systeme <. Eine Integrationstheorie 
für solche Systeme hat zuerst Jacobi entwickelt (in §§19 
und 20 der »nova methodus«). Auf die einfachste Gestalt ist 
die Theorie der vollständigen Systeme durch A. Mayer gebracht 
worden (vgl. Math. Annalen, Bd. 5, S. 448—470). 

5) Zu S. 17. Man hat nicht mit Unrecht Jacobi den Vor- 
wurf gemacht, daß er in seiner »nova methodus« nicht scharf 
genug zwischen Identitäten und Gleichungen, die nur auf Grund 
anderer bestehen, unterscheidet (vgl. Gilbert: Sur une propriete 
de la fonction de Poisson et sur la m(5thode de Jacobi etc. 
Annales de la soc. scient. de Bruxelles, 18811. So wird z. B. 
die in Theorem II angegebene Relation 

k^k _^_P±^^JPi ^_Pk _ ^Pi ^Pk, 

^Qi ^Qk ' ^PX^Qk ö^A ^PX 
später (§ 17, Schluß) benutzt, als wäre sie eine Identität in 
den q und j)k^P/Lij •••> während dies aus dem Beweis in § 13 
nicht hervorgeht. Zu Theorem I läßt sich ähnliches bemerken. 
Die Gleichungen (a) werden dort als Identitäten bezeichnet 
und sollen notwendig und hinreichend dafür sein, daß ^jp, dq^ 
ein vollständiges Differential wird. Setzt man aber z. B. 



Pi = Pi ' 
Pi = ^. 



<ir 



so wird 

p,dq, +p^dq^ = d'q.^q,], 

also ein vollständiges Differential. Trotzdem ist die hier daa 
System (a) vertretende Gleichung 
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d.h. 

keine Identität, sondern eine Folge von p^ = q^, 
6) Zu S. 23. Den Ausdruck 






pflegt man jetzt durch das Klammer symbol 

darzustellen. Jacobi schreibt dafür (siehe § 26) 

In der vorliegenden Übersetzung ist die /«co&ische Bezeich- 
nungsweise beibehalten, die man auch in der neueren Literatur 
manchmal noch antrifft. 

7) Zu S. 28. Der Beweis dieses Theorems steht in § 29. 
Er beruht auf der Jacobi^chen Identität (§ 26), die fflr 
drei beliebige Funktionen rp, ifj^ % der q^^ p^ gilt: 

8) Zu S. 41. Die Entwicklungen in §§ 23—25 könnten 
auch in einer Abhandlung von Lie stehen. Bei Jacobi fehlt 
nur die begriffliche Deutung, die Lie den Formeln gibt. 

9) Zu S. 48. Wenn /"und cp Funktionen von x, q^j ..., q^y 
Px-i • • • 7 Pm sind, so stellt man gewöhnlich 

durch [cpf] dar. Sind cp und / frei von x^ so wird dieser 
Ausdruck gleich dem Jaco&ischen [f(p]. 

Theorem V ist der Fundamentalsatz der ganzen Jacoftische» 
Theorie. 

10) Zu S. 50, Diesen Satz nennt man jetzt das Poisson- 
sehe Theorem. Historisches über dieses direkt aus der 
Jaeobischen Identität folgende Theorem bringt Jacobi in § 28. 
Siehe auch § 72 (S. 210). In seinen »Vorlesungen über 
Dynamik« (herausgeg. v. Clebsch, 1866), die Jacobi 1842—43 
gehalten hat, äußert er sich (in Vorl. 34) ebenfalls über die 
Geschichte des Theorems. 
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11) Zu S. i)2 Es handelt sich nm PoissonA bertthmte 
Arbeit: »Sor la Variation des constantes arbitraires dans les 
probl^mes de m^caniqne« (Journal de l'6cole polyt., cahier 15.. 
Über die Z/O^an^eschen und Pois^onschen Störnngsformeln 
und die Ableitung der einen aus den andern siehe § 73. 

12) Zu S. 53. Die Bemerkung Jacohh anläßlich der Tat- 
sache^ daß sowohl Poisson als auch Lagrange die wahre Be- 
deutung des Poi^^onschen Resultates nicht richtig erkannt hat, 
lautet im Urtext: Habemus hie praeclarum exemplum, nisi 
animo praeformata sint problemata, fieri posse^ ut vel ante 
oculos posita gravissima inventa non videamus. 

13) Zu S. 54. Jacobi hat sich nicht getäuscht. Das be- 
weisen die Theorien von Lie und die daran anknüpfenden Ar- 
beiten über Dynamik aus neuerer Zeit. 

14) Zu S. 64. Fügt man zu den Differentialgleichungen 

dt bpi^ dt bq^ 

noch die Gleichuog 

dt ^^'bpi' 

so erhält man das System^ welches bei Gauchy und Lie die 
charakteristischen Streifen der Differentialgleichung ^ 

/■fei, •••, 9m, Pii •••; Pm) = « 

definiert. § 33 zeigt, wie man aus der vollständigen Lösung T" 
von f = a ohne Integration die charakteristischen Streifen 
erhält. 

15) Zu S. 65. Dieser schöne Ausspruch Jacobis sei hier 
im Urtext angegeben: Sümmum enim videtur quum in omni 
scientia tum in analysi mathematica nexus novus patefactus 
inter ea, quae nuUo vinculo videbantur coniuncta. 

16) Zu S. 68. Solche Relationen treten in Lies Theorie 
der Berührungstransformationen auf und finden dort ihre be- 
griffliche Deutung. 

11) Zu S. 73. Hamilton: On a general method in Dyna- 
mics. London Philos. Transactions 1834 und 1835. Diese 
Abhandlungen hängen aufs engste mit den Jacobischen Theorien 
zusammen. Jacobi hat die Hamiltonsclien Arbeiten, wie es 
scheint, genau studiert. Später sind viele von den Entdeckungen 
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des großen irischen Forschers, der unter anderem eigentümliche 
Beziehungen zwischen Optik und Dynamik erkannt hatte, in 
Vergessenheit geraten. (Vgl. den Aufsatz von Study im Jahres- 
ber. der deutschen Math.-Vereinigung, 1905.) 

18) und 19) Zm S. 73 u. 75, Die erste Auflage von La- 
yrange» »M^canique analytique« erschien 1788 (in Paris). Eine 
deutsche Übersetzung gab Servus 1887 heraus. In Betracht 
kommt hier das 2. und das 4. Kapitel des 2. Abschnitts. 

20) Zu S. 82. Die umständlichen Untersuchungen in § 39 ff. 
sind in verschiedenen Punkten nicht ganz zu Ende geführt. 
Auch sind die angestellten Schlüsse nicht immer streng. 

21) Zu S. 117. Eigentlich folgt nur (wie auch an andern 
Stellen), daß das Resultat vermöge F =0, (/> = 0, ... ver- 
schwinden muß. 

22) Zm S. 122. Die Überschrift dieses Paragraphen könnte 
lauten: Invarianteneigen Schaft des Klammer aus drucks. 

23) Zu S. 124. Das ist eine Verallgemeinerung des Poissortn 
sehen Theorems, die Jacohi im Hinblick auf die Mechanik 
vornehmen mußte. 

24) Zu S. 128. Vgl. die in Anm. 17) zitierten Hamilton- 
sehen Arbeiten, sowie Jacobi^ > Vorlesungen über Dynamik« 
(Vorl. 36). 

25) Zm S. 133. Vgl. die in Anm. 11) zitierte Arbeit von 
Poisson. 

26) Zm S. 135. Über das Verhältnis des in Gleichung (3) 
enthaltenen Prinzips (the law of varying action) zu dem Prin- 
zip der kleinsten Wirkung (the law of stationary action) spricht 
sich Hamilton a. a. 0. aus. Für den Fall, daß U die Zeit 
nicht enthält, wird das über einen genügend kleinen Zeitraum 
erstreckte ^aw*7^owsche Integral wirklich ein Minimum [Darbouac). 

27) Zu S. 146. Die Euler^che Transformation ist ein ein- 
faches Beispiel einer Berühriingstransformation. Solche Trans- 
formationen kommen auch in Lagrange^ Arbeit über partielle 
Dififerentialgleichungen aus dem Jahre 1772 vor. In der Geo- 
meti'ie traten schon viel früher Berührungstransformationen auf. 

28) Zu S. 148. Der Beweis dieses und des nächsten Satzes 
wird in übersichtlicher Weise noch einmal geführt auf S. 150f. 
Über Transformationen, die ein kanonisches System wieder 
in ein solches verwandeln vgl. Lies wichtige Abhandlung: 
»Die Störungstheorie und die Berührungstransformationen« 
(Archiv for Math, og Naturv. 1877). 

Ostwalds Klassiker. 156. \q 
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29) Zu S. 153. Kanonische Elemente in dem hier erklärten 
Sinne finden sich schon in den Arbeiten Lagranges und Poisson^ 
über die Variation der Konstanten in den mechanischen Pro- 
blemen. 

30) Zu S. 154. Die gemeinte Methode besteht darin, eine 
der Konstanten, die in der vollständigen Lösung auftreten, 
gleich einer willkürlichen Funktion der übrigen zu setzen und 
dann einen UmhüUungsprozess vorzunehmen. 

31) und 32) Zu S. 15 fJ u. 167. Diese Transformationen sind 
sehr allgemeine Berührungstransformationen. Falls z. B. f^^ 
F, jP, (Z) , . . . frei von t sind, so daß die zu dem kanonischen 
System gehörige partielle Diflferentialgleichung f^ = a lautet, 
ergibt sich aus den Jacobischen Gleichungen 
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die allgemeinste Berührungstransformation von der Form: 

z,==:z^V, ai = Ai(q,p), b^ = B^iq, p) . 

Diese Berührungstransformationen bilden eine wichtige unend- 
liche Gruppe. 

In gewissem Sinne ist also Jacobts Behauptung am 
Schluß von § 61 berechtigt. Systematisch hat freilich erst 
Lfie diese Dinge behandelt (seit 1871). Niemand hat vor ihm 
auch nur den Begriff der Berührungsti-ansformation klar for- 
muliert, geschweige denn eine Theorie der Berührungsti-ans- 
formationen zu begründen gedacht. 

33) Zu S. 173. Der § 63 versucht den Zusammenhang 
klarzulegen, der zwischen der ersten und der zweiten Jacohv- 
sehen Methode besteht. Es schwebt hier, wie es scheint, 
Jacobi eine Kombination der beiden Methoden vor. Eine solche 
hat später Lie erreicht. 

34) Zw S. 180. Für den Fall der iVeM;to«schen Anziehung 
wird das erste der beiden Probleme in § 67 ausführlich be- 
handelt unter Benutzung der in der Astronomie üblichen Kon- 
stanten. Die von Jacobi erwähnte Arbeit Eulers über das zweite 



Aümerkungen. 227 

Problem steht in den Abhandlungen der Berliner Akademie 
von 1758; Jacohi selbst war der erste, der das ^w^ersche 
Problem mit Hilfe der elliptischen Funktionen vollständig er- 
ledigte (Grelles Journal, Bd. 39). 

35] Z^ S. 182. Dies ist ein Fall, wo sich wieder der in 
Anm. 15) zitierte Ausspruch Jacobis anwenden läßt. 

36) Zu S. 190. Lagrange veröffentlichte seine Methode in 
den Abhandlungen der Berliner Akademie (1772). Eine deutsche 
Ausgabe dieser Arbeit (zusammen mit einer von Gatcchy) ist 
in dieser Sammlung erschienen. 

37) Zu S. 191. Kennt man von 

y"=a{x)y-+-b{x)y' 

die Lösung z^ so ist 

/ f fbdx 

xy — 2/^=6 

Man kommt also auf eine lineare Gleichung, die sich durch 
Quadraturen erledigen läßt. 

38) Zu S. 191. Bei den Kegel- und Zylinderflächen liefern 
die Erzeugenden, bei den Rotationsflächen die Meridiane ein 
Integral. 

39] Zu S. 192. Vgl. die in Anm. 17) zitierten Abhandlungen 
Hamiltons. 

Bonn, November 1906. 

G. Kowalewski. 
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E3 mn£ heißen: 



Seite 17, Zeile 1: ^ statt ^, 



^ statt M 



33, » 16 : je 2(m — *) + 1 statt 2(w — 1) -h 1, 

45, » 4 y. u.: so statt also, 

51, » 17: können » bönnen, 

52, > 3: vollkommen statt vollkommene, 

166, > 4 V. u.: V statt V" > 

180, » 6: doch statt jedoch, 

191, » 2: Quadraturen statt einer Quadratur. 
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